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Tor^wort. 


Trotz  der  grossen  Wichtigkeit  des  numerischen  Rechnens  für  die 
Anwendungen  der  Mathematik  fehlte  es  bisher  an  einem  Buche,  in 
dem  der  Lehrer  oder  Studierende  der  Mathematik  oder  der  angehende 
praktische  Rechner  eine  Auswahl  der  wichtigsten  Methoden  und  Hilfs- 
mittel für  das  numerische  Rechnen  finden  konnte.  Ich  versuche  im 
vorliecrenden  Buche  diese  Lücke  auszufüllen,  beschranke  mich  aber 
dabei  auf  die  Betrachtung  der  Mittel  zur  Erzielung  grosser  Genauig- 
keit. Ich  habe  deshalb  die  mechanischen  Vorrichtungen  und  geome- 
trischen Verfahren  zur  Erleichterung  der  Rechnungen  nicht  berück- 
sichtigt, da  sie  nur  eine  Genauigkeit  von  wenigen  Ziffern  gewähren 
können. 

Das  Buch  ist  aus  den  Vorlesungen  hervorgegangen,  die  ich,  an- 
geregt durch  meine  astronomischen  Studien  und  besonders  durch  den 
Unterricht  meines  Lehrers  und  Freundes  Eduard  Schönfeld,  zum 
erstenmal  im  Sommersemester  1875  vind  seit  dieser  Zeit  wiederholt 
gehalten  habe.  Die  Theile  dieser  Vorlesungen,  welche  die  numerische 
Auflösung  von  Gleichungen  und  die  Theorie  der  Interpolation  be- 
handeln, konnte  ich  aus  besonderen  Gründen  für  den  Druck  nicht 
bearbeiten.  Man  wird  diese  Disciplmen  kaum  vermissen,  da  sie  in 
den  Handbüchern  der  Algebra  und  der  Astronomie  vorgetragen  zu 
werden  pflegen. 

Meinen  Freunden,  den  Professoren  Schröder  in  Karlsruhe  und 
Stickelberger  hier,  bin  ich  zu  besonderem  Dank  verpflichtet  für  ihre 
liebenswürdige  Mitwirkung  bei  der  Correctur  und  für  mancherlei 
Bemerkungen,  die  ich  für  die  Gestaltung  des  Buches  verwerthen  konnte. 

Frei  bürg  i.  Br.,  im  September  1900. 

J.  Lüi'otti. 
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Erstes  Kapitel. 
Allgemeine  Bemerknngen. 

§  1.     Das  numerische  Reclineii  als  Kunst. 

Alles  Rechnen  mit  ZaMen  kommt  in  letzter  Instanz  hinaus  auf 
das  Addiren  und  Multipliciren  von  zweien  der  Zahlen  0,  1,  2  •  •  •  9  oder 
von  zwei  Ziffern,  wie  diese  Zahlen  genannt  werden  sollen.  Die 
Ermüdung  bei  einer  längeren  Rechnung  wird  hervorgerufen  durch  die 
hundert- oder  tausendfache  Wiederholung  dieser  elementaren  Operationen. 
Gewandtheit  und  Sicherheit  in  der  Ausführung  der  Additionen  oder 
Multiplicationen  sind  nöthig  für  die  rasche  und  fehlerfreie  Erledigung 
jeder  Rechnung.  Fertige  Summen  lassen  sich  leicht  bilden;  dagegen 
hat  derjenige  Rechner,  der  über  das  gebräuchliche  Einmaleins  hinaus 
Producte  von  Zahlen  in  Menge  auswendig  weiss,  einen  grossen  Vor- 
theil.  Bis  zu  einem  gewissen  Punkt  lässt  sich  in  dieser  Richtimg 
durch  Übung  manches  erreichen.  Aber  darüber  hinaus  wird  sich  die 
Fertigkeit  nicht  steigern  lassen.  Wie  weit  die  Übung  getrieben  werden 
kann  ist  vom  Talent  abhängig  oder  vielleicht  mehr  noch  von  der 
angebomen  Stärke  des  Zahlengedächtnisses.  Wenigstens  haben  die 
grossen  Rechenkünstler,  wie  in  der  Mitte  dieses  Jahrhunderts  Dase, 
in  neuerer  Zeit  der  Franzose  Inaudi  und  in  unsren  Tagen  Heinhaus, 
in  erstaunlichem  Masse  die  Fähigkeit  lange  Zahlenreihen  zu  behalten^). 
Sie  sehen  oder  hören  so  zu  sagen  die  Zahlenreihen,  und  daher  kommt 
die  grosse  Leichtigkeit,  mit  der  diese  Künstler  Zahlenrechnungen  voll- 
bringen. Insofern  die  Steigerung  in  der  Gewandtheit  des  Zahlen- 
rechnens wesentlich  vom  angebornen  Talent  abhängt,  ist  das  Zahlen- 
rechnen eine  Kunst,  die  sich  nur  zum  Theil  erlernen  lässt.  Von  ihr 
kann  daher  im  folgenden  nicht  die  Rede  sein.  Nur  kann  man  jedem, 
dessen  Beruf  vieles  Rechnen  mit  sich  bringt,  aufs  dringendste  rathen, 
durch  systematische  Übung  sein  Zahlengedächtniss  möglichst  zu 
stärken. 

§  2.     Aufgaben  der  Theorie. 

Aber  die  eben  genannten  Momente  reichen  noch  nicht  hin,  um 
die  sichere  Ausführung  einer  Rechnung  zu  garantiren.  Es  kommt 
wesentlich  noch   ein  anderer  Theil  hinzu,   den  man   als   die  Wissen- 

1)  Binet,  Psychologie  des  grands  Calculateurs  et  joueurs  d'Ecliecs,  Paris  1894. 
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Schaft  des  Zahlenrechnens  bezeichnen  könnte.  In  ihm  wird  gelehrt, 
wie  anch  ein  gewöhnlicher  Rechner  mit  Aufwand  von  möglichst  ge- 
ringer Arbeit  eine  Rechnung  zum  gewünschten  Ende  führen  kann, 
und  wie  die  Versuche  zweckmässig  anzustellen  oder  durch  systema- 
tisches Verfahren  zu  ersetzen  sind,  die  bei  den  meisten  iudirecteu 
Rechnungen  (Wurzelausziehungen,  Auflösung  von  Gleichungen  u.  s.  w.) 
nöthig  fallen.  Man  hat  dabei  wesentlich  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
Der  eine  Fall  ist  der,  dass  die  Zahlen,  mit  denen  man  zu  rechnen 
hat,  fehlerfrei  gegeben  sind  und  das  Resultat  der  Rechnung  —  falls 
dies  möglich  ist  —  selbst  genau  sein  soll.  Dieser  Fall,  der  eigentlich 
nur  bei  der  Multiplication  auftritt,  ist  in  den  Anwendungen  der 
Mathematik  auf  die  Naturwissenschaften  sehr  selten.  Bei  diesen  An- 
wendungen sind  vielmehr  gewöhnlich  schon  die  Daten  des  Problems, 
die  durch  Beobachtungen  gefunden  werden,  mit  unvermeidlichen  Feh- 
lern behaftet,  sodass  eine  genaue  Rechnung  schon  deshalb  nicht 
möglich  ist.  Aber  auch  die  auszuführenden  Operationen  führen  in 
den  allermeisten  Fällen  auf  irrationale  Zahlen,  bei  deren  Darstellung 
man  sich  nothgedrungen  mit  einer  endlichen  Zahl  von  Decimalen  be- 
gnügen muss.  Wie  viele  jeweils  anzuwenden  sind,  hängt  von  der 
Genauigkeit  der  Daten  und  von  der  anzustrebenden  Genauigkeit  des 
Resultates  ab.  Es  bietet  sich  hier  für  die  Wissenschaft  des  Zahlen- 
rechnens die  Aufgabe  dar  zu  untersuchen,  welchen  Einfluss  die  Fehler 
in  den  Daten  auf  das  Resultat  haben  können  und  wie  man  eine  ge- 
wünschte Genauigkeit  mit  möglichst  geringem  Aufwand  von  Arbeit 
erreichen  kann. 

§  3.    Th.eilung  der  ersten  Aufgabe. 

Die  erste  Aufgabe  zerfällt  wieder  in  zwei  Theile.  Man  wird  zu- 
nächst zu  untersuchen  haben  wie  eine  Function,  deren  Werth  mit 
nicht  genau  bekannten  Zahlen  zu  berechnen  ist,  sich  hinsichtlich  des 
zu  erwartenden  Fehlers  verhielte,  wenn  man  alle  vorkommenden  Rech- 
nungen mit  voller  Genauigkeit  ausführen  könnte;  wenn  man  also  z.  B. 
mit  ganz  genau  bekannten  Logarithmen  rechnen  könnte. 

Weiter  aber  wird  man  auch  zu  untersuchen  haben,  wie  gross  der 
Fehler  ist,  der  daraus  entsteht,  dass  die  Rechnungen  nicht  genau  aus- 
geführt werden  können  und  dass  manche  bei  ihnen  erforderliche 
Hilfsmittel,  wie  die  eben  genannten  Logarithmen,  sich  nicht  genau 
angeben  lassen.  Die  beiden  Ursachen  zusammen  genommen  erzeugen 
einen  Fehler,  dessen  Grösse  man  zu  schätzen  suchen  muss,  damit  man 
danach  beurtheilen  kann,  ob  man  imstande  ist,  mit  einer  gegebenen 
Formel  auch  wirklich  die  angestrebte  Genauigkeit  zu  erreichen  und 
mit  wie  vielen  Decimalen  man  zu  diesem  Zweck  rechnen  muss. 
Öfters  führen  mehrere  Formeln  analytisch  zu  demsell)en  Resultat 
und   würden  dasselbe  numerische  Resultat  geben,  wenn   man  genau 
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rechnen  könnte.  Sie  können  sich  aber  vielleicht  wesentlich  von  ein- 
ander unterscheiden,  wenn  man  auf  die  angedeuteten  Fehler  Rücksicht 
nimmt.  Man  wird  dann  diejenige  benutzen,  welche  die  gewünschte 
Genauigkeit  mit  dem  geringsten  Aufwand  an  Rechnung  liefert.  Wir 
werden  später  auf  die  Principien  dieser  Untersuchung  wieder  zurück- 
kommen, die  ein  Rechner  anstellen  muss,  bevor  er  seine  Rechnung 
beginnt.  Ein  grosses  Beispiel  solcher  Untersuchungen  gibt  Gauss  in 
der  Theoria  motus^),  wo  er  findet,  dass  bei  der  Berechnung  eines 
Planetenortes  unter  Umständen  die  unvermeidlichen  Fehler  einen  sehr 
bedeutenden  Betrag  erreichen  können.  Er  zeigt,  wie  man  durch 
Abänderung  der  Formeln  dies  vermeiden  und  eine  hinreichende  Ge- 
nauigkeit erzielen  kann. 

§  4.     Allgemeine   Bemerkungen   über   die   Einrichtung   der 

Rechnung. 

Bevor  man  nun  an  die  Ausführung  einer  Rechnung  geht,  ist  es 
zweckmässig  sich  zu  überlegen,  in  welcher  Reihenfolge  und  an  welchen 
Orten  man  die  nöthigen  Zahlen  anschreiben  will.  Ein  solches  Schema 
befördert  ausserordentlich  die  Übersichtlichkeit  der  Rechnung.  Kehrt 
dieselbe  Rechnung  oft  wieder,  so  empfiehlt  es  sich,  sich  einen  Vor- 
druck machen  zu  lassen,  der  neben  den  Formeln  auch  noch  die  Be- 
zeichnung der  einzelnen  Zahlen  enthält,  sodass  man,  wenn  man  die 
Rechnung  später  wieder  zur  Hand  nimmt,  leicht  ersehen  kann  was 
jede  Zahl  bedeutet.  Das  richtige  Untereinanderschreiben  der  Zahlen 
wird  befördert  durch  Benutzung  eines  mit  quadratischen  Maschen  be- 
druckten Papiers.  Soll  eine  solche  Rechnung  später  von  einem  zweiten 
Rechner  controllirt  werden,  so  wird  man  gut  thun  Zwischenrechnungen 
nicht  im  Kopf,  sondern  auf  dem  Papier  zu  machen,  damit  man  leicht 
den  Ort  eines  Fehlers  erkennen  kann. 

Ein  sehr  wichtiges  Moment  beim  Zahlenrechnen  ist  der  Schutz 
vor  Fehlern.  Man  controllire  bei  umfangreichen  Rechnungen  sorg- 
fältig die  Daten.  Da  man  leicht  denselben  Fehler  an  derselben  Stelle 
wiederholt  macht,  so  lasse  man  womöglich  die  Daten  durch  eine 
zweite  Person  nachsehen  oder  warte,  wenn  dies  nicht  angeht,  einige 
Zeit  mit  der  Durchsicht.  Die  Nichtbeachtung  einer  solchen  Regel 
hat  schon  zu  grossen  unnöthigen  Rechnungen  geführt.  Um  die  Rech- 
nung selbst  vor  Fehlem  zu  schützen,  mache  man  sie  doppelt  oder 
lasse  sie  von  einem  zweiten  Rechner  wiederholen.  Muss  man  die 
zweite  Rechnung  selbst  machen,  so  wähle  man  womöglich  eine  andre 
Anordnung  und  lasse  zwischen  den  beiden  Rechnungen  eine  Zeit  ver- 
streichen. Häufig  kann  man  auch  zur  Controlle  den  Umstand  be- 
nutzen, dass  zwischen  den  aus  der  Rechnung  hervorgehenden  Grössen 

1)  Erstes  Buch,  erster  Abschnitt  §  30  tf. 
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Beziehungen  bestehen  müssen.  Man  wird  dann  untersuchen,  ob  diese 
Controllgleichungen  in  der  That  erfüllt  sind.  Liefern  zwei  unab- 
hängige Rechnungen  das  nämliche  Resultat,  so  wird  man  annehmen 
dürfen,  dass  dies  richtig  ist. 

Bei  allen  complicirten  Rechnungen  gebraucht  man  Werthe,  die 
aus  Tabellenwerken  zu  entnehmen  sind,  besonders  häufig  die  Loga- 
rithmen. Es  ist  wohl  kaum  gelungen  ein  grosses  Tabellenwerk  von 
vornherein  fehlerfrei  herzustellen,  und  gewöhnlich  werden  in  den  ge- 
bräuchlichen Tafeln  noch  Jahre  nach  ihrem  Erscheinen  Fehler  ent- 
deckt, die  in  den  Fachzeitschriften,  z.  B.  den  Astronomischen  Nach- 
richten oder  der  Zeitschrift  für  Vermessungswesen  angezeigt  zu 
werden  pflegen.  Da  nur  die  wenigsten  Rechner  mit  Gauss  ein  Ver- 
gnügen daran  finden  werden  mit  fehlerhaften  Tafeln  zu  rechnen,  „weil 
man  dann  gleich  die  Fehler  corrigiren  könne",  so  wird  man  gut  thun 
nur  Tafeln  zu  benutzen,  die  schon  längere  Zeit  veröffentlicht  sind. 
Die  gebräuchlichsten  Logarithmentafeln  sind  heute  als  fehlerfrei  zu 
betrachten. 

Die  Sicherheit  des  Rechnens  wird  erhöht,  wenn  es  möglichst 
mechanisch  vor  sich  geht.  Daher  wird  es  sich  empfehlen  nur  Tafel- 
werke oder  Rechenmethoden  anzuwenden,  die  man  kennt  und  auf  die 
man  eingeübt  ist.  Man  wird  dann  auch  weniger  Zeit  brauchen,  als 
wenn  man  erst  eine  neue  Anordnung  oder  Vorschrift  studiren  muss, 
die  für  einen  Geübten  ein  viel  leichteres  Arbeiten  gestattet.  Nur 
wenn  viele  Rechnungen  derselben  Art  wiederkehren  wird  sich  die 
Zeit  und  Mühe  lohnen,  die  auf  die  Einübung  einer  neuen  Technik  zu 
verwenden  ist. 


Zweites   Kaintel. 
Die  firecten  Operationen. 

§  5.    Addition  und  Subtraction. 

Nur  wenige  Bemerkungen  sind  über  die  Addition  von  Zahlen  zu 
machen.  Man  stelle  die  zu  addirenden  Zahlen  so  untereinander,  dass 
die  Ziffern  des  gleichen  Ranges  untereinanderstehen.  Ich  verstehe 
dabei  unter  dem  Rang  einer  Ziffer  in  einer  Zahl  den  Exponenten 
der  Potenz  von  Zehn,  mit  der  jene  Ziffer  multiplicii-t  ist.  So  haben 
z.  B.  in  der  Zahl  123,456  die  Ziffern  von  links  nach  rechts  den  Rang 
2,  1,  0,  — 1,  — 2,  — 3.  Selbstverständlich  ist  dies  üntereinanderstellen 
nicht  nöthig,  aber  bei  andern  Stellungen,  wie  z.  B.  wenn  die  Zahlen 
in  horizontaler  Reihe  nebeneinander  stehen,  muss  man  grössere  Auf- 
merksamkeit verwenden  um  Irrthümer  zu  vermeiden.  Man  addire  die 
Ziffern  eines  und  desselben  Ranges,  indem  man  sie  nicht  einzeln 
ausspricht  —  laut  oder  in  Gedanken  —  sondern  indem  man  sofort 
die  einzelnen  Summen  angibt.  Also  um  '2-{-o-\-l-\-9-\-b  zu 
addiren,  sagt  man  nicht:  zwei  und  drei  ist  fünf,  fünf  und  sieben  ist 
zwölf  u.  s.  w.,  sondern  bloss:  zwei,  fünf,  zwölf,  einundzwanzig,  sechs- 
undzwanzig. Sind  viele  Ziffern  so  zu  addiren  so  thut  man  gut,  nur 
die  Einer  der  Theilsummen  im  Kopfe  zu  behalten,  dagegen  für  jeden 
Zehner,  der  bei  der  Addition  entsteht,  irgend  ein  Zeichen,  einen  Punkt 
oder  einen  Strich,  zu  machen,  deren  Zahl  man  schliesslich  nur  fest- 
zustellen hat^).  Eine  Summe  von  zwei  Zahlen,  besonders  wenn  sie 
gleichviele  Stellen  haben,  kann  man  mit  geringer  Übung  auch  so 
bilden,  dass  man  von  links  nach  rechts  rechnet.  Dies  ist  besonders 
zu  empfehlen,  wenn  man  mit  der  Summe  in  eine  Tafel  eingehen  mus.s, 
wip  bei  trigonometrischen  Rechnungen,  indem  man  dann  die  Zahl 
so,  wie  man  sie  zu  dem  Zwecke  braucht,  im  Kopf  behalten  kann, 
ohne  sie  hinzuschreiben.  Auch  die  Subtraction  von  zwei  Zahlen 
kann  so  ausgeführt  werden.  Beim  Subtrahiren  ist  es  etwas  vortheil- 
hafter  statt  der  Methode  des  Abziehens  die  Methode  des  Zuzählens 
zu  verwenden,  die  auch  im  täglichen  Leben  in  Übung  steht.  Um 
also  347  von  G92  abzuziehen  ist  es  besser  zu  sagen:  7  und  ö  ist  12, 


1)  Houzeau,  Bull.  Acad.  Belg.  Serie  2;  Bd.  40  (1875)  Seite  79. 
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5  und  4  ist  9,  3  und  3  ist  6,  wodurch  man  den  Rest  345  erhält, 
statt  zu  sagen  7  von  12  bleibt  5,  5  von  9  bleibt  4,  3  von  6  bleibt  3. 

Wenn  in  längeren  Zahlenreihen,  deren  Summe  zu  bilden  ist, 
positive  und  negative  Zahlen  vorkommen,  so  kann  man  die  nöthigen 
Subtractionen  im  Laufe  der  Rechnung  ausführen.  Wenn  etwa  die 
Summe 

335  —  726  -t-  458  —  121  +  97 

zu  bilden  ist,  so  kann  man  rechnen:  im  Range  Null  7  minus  1  ist  6, 
und  dann  weiter  14,  8,  13,  womit  die  Einerstelle  3  gewonnen  ist; 
im  Range  Eins  10,  8,  13,  11,  14  mit  der  Zehnerstelle  4;  im  Range 
Zwei  0,  4,  —  3,  0,  sodass  43  das  Resultat  ist.  Dabei  kann  freilich 
die  Ziffer  eines  Ranges  negativ  werden  und  diese  muss  dann  zum 
Schlüsse  umgerechnet  werden,  z.  B. 

—  367  +  721  —  537  +  235 

gibt  im  nullten  Rang  5,  — 2,  —  1,  — 8;  im  ersten  Rang  3,  0,  2,  — 4 
und  im  zweiten  Rang  2,  —  3,  +  4,  +  1,  also  dekadisch  geschrieben 
die  Summe  148  (wo  wie  häufig  hier,  unter  a  die  Ziffer  — a  ver- 
standen ist)  d.  h.  100  —  40  —  8  =  52.  Durch  die  Methode  des  Zu- 
zählens  kann  man  auch  leicht  Summen  wie  a  —  h  —  c  —  d  ■  •  ■  bilden ; 
dagegen  würde  es  leicht  zu  Irrthümern  führen,  wenn  man  so 
rt  +  6  —  c  —  d  •  •  •  rechnen  wollte. 

Da  man  bei  dieser  Methode  leicht  Irrthümern  unterworfen  ist, 
weil  die  Rechenarbeit  zu  wenig  mechanisch  ist,  wird  man  besser  thun 
die  positiven  Zahlen  und  die  negativen  Zahlen  für  sich  zu  addiren. 
Dabei  müssen  aber  die  Zahlen  desselben  Zeichens  entweder  besonders 
kennthch  gemacht  werden,  etwa  durch  Anwendung  von  rother  Tinte, 
oder  man  muss  sie  abgesondert  herausschreiben.  Endlich  kann  man 
die  negativen  Zahlen  durch  positive  ersetzen,  wenn  man  eine  passend 
gewählte  Potenz  von  10  addirt  und  subtrahirt,  wodurch  an  die  Stelle 
der  negativen  Zahl  ihre  „dekadische  Ergänzung"  tritt.  In  dem 
zweiten  der  obigen  Beispiele  kann  man  1000  als  die  fragliche  Potenz 
von  10  wählen  und  hat  dann 

—  1000  +  633  +  721  —  1000  +  463  +  235  =  2052  —  2000. 

Freilich  ist  diese  Methode  nur  dann  praktisch,  wenn  man  die  zu 
addirenden  Zahlen  sofort  bei  ihrem  Entstehen  in  diese  Form  bringt; 
wollte  man  eine  fertige  Zahlenreihe  in  der  angegebenen  Art  um- 
formen, so  würde  man  keinen  Vortheil  haben. 

Wenn  die  nämliche  Zahl  zu  verschiedenen  andern  zu  addiren 
ist,  schreibt  man  sie  auf  einen  Streifen  Papier,  den  man  dort  hin- 
hält, wo  die  Zahl  gebrauclit  wird. 


§  6.]  Die  directen  Operationen.  7 

§  G.    Rechenproben  bei  der  Addition. 

Die  einfachste  Probe  besteht  in  der  Wiederholung  der  Rechnung, 
aber  in  anderer  Anordnung.  Hat  man  etwa  das  erste  Mal  von  oben 
nach  unten  addirt,  so  addire  man  zur  Probe  von  unten  nach  oben. 
Oder  man  lasse  den  ersten  Posten  zunächst  fort  und  füge  ihn  erst 
am  Schlüsse  bei.  In  beiden  Fällen  hat  man  dann  mit  andern  Zahlen 
zu  thun  als  bei  der  ersten  Rechnung.  Es  empfiehlt  sich  bei  langen 
Zahlenreihen,  die  bei  der  Addition  der  Ziffern  eines  Ranges  entste- 
henden, auf  den  folgenden  Rang  zu  übertragenden,  Zehner  zu  notiren, 
damit  man  bei  Differenzen  zwischen  den  beiden  Rechnungen  nicht  die 
ganze  schon  controllirte  Arbeit  nochmals  machen  muss. 

Eine  andere  Probe  ist  die  sog.  Neunerprobe.  Wenn  man,  wie 
in  der  Zahlentheorie  die  Congruenz  a^bmodc  schreibt,  um  anzu- 
deuten, dass  a  —  h  durch  c  theilbar  ist,  oder  dass  a  durch  c  getheilt 
den  Rest  b  lasse,  so  sieht  man  leicht,  dass  aus  jener  Congruenz  und 
der  a'  ^  h'  mod  c  auch  «  +  f'^'  ^  ^  zb  ^'  ^^d  c  folgt,  und  dass  das 
entsprechende  auch  gilt,  wenn  mehr  als  zwei  Summanden  in  Frage 
kommen.  Ebenso  ergibt  sich  aa'  ^hh'  mod  c,  welche  Congruenz 
auch  auf  mehr  als  zwei  Factoren  ausgedehnt  werden  kann. 

Da  nun  für  positive  ganze  7)  gp  —  1  durch  (/  —  1  theilbar  ist, 
so  ist 

gP  =  1  mod  (^r  —  1) 
und  daher  ist  die  Zahl 

a  =  ÜQ  +  a^g  +  «g^^^  _|_  ^^^3  ^ p  ^,^^n 

^  Gq  +  «1  +  «2  +  f's  +  •  •  •  +  ««  mod  (g  —  1). 

Ist  ^=10  und  sind  die  a^a^a.^  -  ■  ■  (in  Ziffern,  d.  h.  Zahlen  die 
kleiner  als  10  sind,  so  ist  a„a„_i  •  •  •  n^a.^aiaQ  die  dekadische  Dar- 
stellung der  Zahl  a  und  die  Summe  der  Ziffern: 

a„  +  (^,_i  H h  «3  +  «2  +  "1  +  «0 

ist  die  sogenannte  Quersumme.    Bezeichnen  wir  die  Quersumme  der 
Zahl  a  mit  q{ci),  so  ist  also 

a  ^  q(a)  mod  9. 

Ebenso  ist  für  eine  zweite  Zahl  h 

h  =  q(b)  mod  9 

und  für  die  Summe  a  -]-  h  =  s  auch  s  ^  q(s)  mod  9. 
Nach  dem  oben  erwähnten  ist  somit  auch 

a  -{-  h  =^  s^  q(a)  -j-  q(h)  ^  q(s)  mod  9,_ 

eine  Congruenz,  die  sich  sofort   auf  mehr  als  zwei  Summanden   aus- 
dehnt.   Die  Quersummen  der  Summanden  zusammengezählt  sind  daher 
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der  Quersumme  der  Summe  nach  dem  Modul  9  congruent.  Da  es 
hierbei  nur  auf  den  Rest  der  Division  durch  9  ankommt,  kann  man 
bei  der  Bildung  der  Quersummen  und  ihrer  Summen  sofort  VieKache 
von  9  weglassen,  wenn  sich  dazu  Gelegenheit  bietet,  womit  freilich 
eine  neue  Quelle  für  Rechenfehler  sich  eröffnet.  Die  Möglichkeit, 
dass  die  Neunerprobe  stimmt  trotzdem  die  Addition  unrichtig  ist,  ist 
vorhanden,  aber  die  Wahrscheinlichkeit  eines  solchen  Zufalles  ist  sehr 
gering^).  Freilich  ist  die  Zahl  der  zu  addirenden  Ziffern  bei  der 
Neunerprobe  ebenso  gross  als  bei  einer  der  andern  oben  erwähnten 
Controllen. 

§  7.    Multiplication. 

Bezeichnet  man  die  Gnmdzahl  des  Zahlensystems  mit  g  (hier 
wie  gewöhnlich  =  10  genommen)  und  sind  die  beiden  zu  multipli- 
cirenden  ganzen  Zahlen 

^'O  +  «1^  +  «2^^  H 

und  hQ-{-h^(j  -\-\(f  -\ ,  wo  die   Ziffern  ÜQ^xd^---,  ^'ohh"^^ — 1 

sind,  so  ist  das  Produet 

=  rio^o  +  %\ff  +  «0^2^'^  H 

(1)  -\- aAg  +  aih9^ -\ 

+  «2^0/  H 

Man  kann  dieses  Produet  auf  zwei  Arten  berechnen.  Einmal 
indem  man  die  Summen 

%h  +  %h9  +  «0^2^'"  H =  f'o 

«1^0  +  (hh9  +  (^i\(f  -\ =  c^ 

«2^0  +  ^-ihg  +  «2^2^^  -\ —  =  ^2 


bildet,  diese  dekadisch  schreibt  und  dann  nach  der  Vorschrift 
^0  H~  ^lO  ~t~  ^2^^  H~  ■  ■  ■  unter  Verschiebung  der  einzelneu  Summanden 
um  eine,  zwei  •  •  •  Stellen  addirt.  Dies  ist  die  gewöhnliche  Methode. 
Eine  andere  symmetrischere  Methode,  die  auf  Oughtred  zurückgeführt 
wird,  ergibt  sich,  wenn  man  das  obige  Produet  (1)  anders  anordnet, 
indem  man  die  Glieder  mit  der  nämlichen  Potenz  von  g  zusammen- 
fasst.  Man  bildet  also  a^hQ  und  zerlegt  dies  dekadisch  in  d^  -\-  d^g, 
wo  do-^g — 1  ist.  Dann  bildet  man  ('oh^  -\- aj)^^,  das  dekadisch 
=  r/j  -f-  d^'g  sei;  ferner  a^b^  -\-  üih^  -|-  ciJjq  =  d.,  -\-  d.^'g  mit  d^  und 
d^-^g  —  1  u.  s.  w.     Dann  wird  das  Produet 

=  ^h  +  (^1  +  d^)9  +  {fk  +  d:)(f  +  ■■■ 

in   dekadischer   Form   gefunden   und   zwar  kann   man  von   rechts  her 


1)  Vgl.  Hofiiiann,  Zeitsch.  f.  Math.  u.  Physik.  Bd.  31,  Seite  110. 
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Stelle   für   Stelle  hinschreiben.     Sind   die  beiden  Factoren  nur  zwei- 
oder  dreistellig,  so  kann  man  das  Product  leicht  im  Kopfe  bilden. 

Bei   mehrstelligen  Factoren   empfiehlt  es   sich,   den   einen  Factor 
in    umofekehrter    Reihenfolge    seiner    Ziffern    auf    einen    Streifen    zu 


schreiben,    also   so      ^o'^i^a  '  '  '    j  ^^^  diesen  Streifen   an  dem  andern 
Factor  entlang   zu  schieben,  wie  dies  die  folgenden  Bilder  erläutern: 


&0&1&2  •  •  •  Wh  •  •  ■  I   ^0^1^: 


((■if'2(h"o  a^a^a^ÜQ  a.^a.,a^aQ  5 

dabei  werden  immer  die  untereinander  stehenden  Ziffern  multiplicirt 
und  die  Producte  addirt.  Man  hat  dabei  lauter  Summen  von  der 
Form  ah  -{-  cd  -\-  ef  -\-  ■  •  ■  zu  bilden,  in  denen  die  ahcd  ■  •  •  Ziffern 
sind.  Diese  Summen  berechnet  man  nach  Fourier^j,  indem  man  zu- 
erst von  jedem  Product  ah,  cd,  ef  •  •  ■  nur  die  Einer  nimmt  und  diese 
addii-t  und  nachher  erst  die  Zehner  berücksichtigt.  Um  z.  B. 
3-ö-{-l-S-\-4:-dzvi  bilden,  sagt  man  nicht  15  und  5G  ist  71,  und 
36  ist  107,  sondern  man  findet  in  der  Summe  der  Ziffern  nullten 
Ranges  5  -f-  6  +  6  die  Einerstelle  7  der  zu  berechnenden  Zahl,  wobei 
eine  Eins  den  Zehnern  zuzuschlagen  ist;  diese  ergeben  sich  dann  als 
Summe  dieser  1  und  der  1  -f-  5  -|-  3  zu  10. 

Man  wird  zweckmässig  die  dekadisch  geschriebenen  Einzelresultate 
''^'^^o;  ^^''^^i;  '^^.i'f^i  •  •  •  in  der  Weise  anordnen 

•  •  •  f?3  f/g  '^^i  '^^o 

•  •  •  d.^'d/dj' 

wenn  nöthig  mit  Benützung  von  noch  mehr  Zeilen,  wo  dann  die 
Addition  der  Zahlenreihen  das  Product  liefert. 

Als  Beispiel  sei  das  Product  von  6285371  mit  374289  betrachtet. 
Die  gewöhnliche  Rechnung  steht  so: 

6285371 
374289 


56568339 
50282968 
12570742 
25141484 
43997597 
18856113 

2352545226219 


1)  Analyse  des  equations  determindes.     Paris  1831.     Seite  190  oben. 


10 


Zweites  Kapitel. 


L§7. 


Nach  der  symmetrischen  Methode  hat  man  der  Reihe  nach  fol- 
gende Rechnungen: 


982473 


6285371 


982473 


6285371 


gibt   9 


71 


982473 


0285371 


982473 


6285371 


982473 


6285371 


982473 


6285371 


982473 


6285371 


982473 


6285371 


982473 


6285371 


982473 


6285371 


982473 


6285371 


982473 


6285371 
deren  Resultate  zusammengeschrieben  in 

882188637519 
146924558870 
1111 


85 


87 


153 


156 


148 


128 


91 


62 


48 


18, 


2352545226219 
als  Product  ergeben. 

Sind  die  zu  multiplicirendeu  Zahlen  a  und  h  nicht  ganz,  so  be- 
stimme man  die  beiden  Zahlen  j>  und  q  als  positive  oder  negative 
Zahlen  möglichst  klein,  so«  dass  ag~''  =  a'  und  hg^'^  =  h'  ganz  sind. 

Dann  ist  ,  , , ,      , 

ah  =  ah  (jp+'J 

sodass  man  die  ganzen  Zahlen  a  und  h'  zu  multiplieiren  hat.  Die 
Stelle  nullten  Hanges  in  a'h'  ist  dann  vom  Range  j>  -\-  q  im  Product 
fih,  wodurch  die  Stelle  des  Kommas  sich  bestimmt. 


§  8.]  Die  directen  Operationen.  11 

§  8.    Rechenproben  und  Hilfsmittel  bei  der  Multiplication. 

Die  Richtigkeit  einer  Multiplication  kann  man  durch  AVieder- 
holung  mit  Vertauschung  der  Factoren  oder  durch  die  Neunerprobe 
untersuchen.     Mit  den  in  §  2  gebrauchten  Bezeichnungen  hat  man 

a  ^  q(a)  mod  9,     h  ^  q(h)  mod  9, 
aus  denen  folgt 

ah  ^q (rt) q (h)  mod  9. 

Wie  bei  der  Addition  kann  man  natürlich  auch  hier  bei  der 
Bildung  von  q(a)  und  q(h)  Vielfache  von  9  fortlassen,  denn  aus 

q{a)^a',         2(&)^&'mod9 
folgt  weiter 

q{a)  •  q(h)  ^  a'h'  mod  9. 

Ferner  ist  ah  ^  5(^^);   daher  auch  q{ah)^  a'h'  mod  9. 

Bei  der  Rechnung  von  §  7  ist  q{a)  =  32,  q(h)  =  33,  a'  =  5, 
h'  =  Q,  q(ah)  ^=^  48  ^  3,  daher  richtig  3^5-6  mod  9. 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  man  in  ähnlicher  Weise  wie  die 
„Neuner"probe  auch  andere  Proben,  eine  Elferprobe  z.  B.,  durch- 
führen könnte,  indem  man,  wie  bei  jener,  aus  den  Congruenzen 

a  ^  a'  mod  c         h^h'  mod  c 
ableitet 

a  +  ^  ^  ^''  zb  ^'  ^0"^  ^ 
ah  ^  a'h'  mod  c. 

Doch  ist  die  Neunerprobe  am  bequemsten,  weil  die  Reste,  wenig- 
stens bei  der  dekadischen  Schreibweise  der  Zahlen,  sich  am  leichtesten 
bilden  lassen. 

Die  bei  grossen  Zahlen  nicht  unbeträchtliche  Arbeit  der  Multi- 
plication kann  man  in  verschiedener  Art  abkürzen. 

Wenn  die  nämliche  Zahl  öfter  als  Factor  erscheint,  so  thut  man 
gut,  sich  ein  kleines  Täfelchen  der  9  ersten  Vielfachen  durch  Addition 
zu  bilden,  so  dass  dann  die  Multiplication  sich  auf  das  Anschreiben 
der  Zahlen  und  die  Addition  reducirt  (vgl.  §  11).  Wenn  man  diese 
Vielfachen  nebeneinander  auf  einen  Streifen  schreibt,  kann  man  auch 
das  Anschreiben  vermeiden  und  braucht  nur  die  Additionen  auszu- 
führen und  deren  Resultate  anzuschreiben. 

Wenn  der  Factor  a  sich  wenig  von  einer  Potenz  von  10  unterscheidet, 
so  dass  in  a  =  10"  —  a^  a^  klein  ist,  bildet  man  ah  durch  10" &  —  a^h. 
Producte   wie   5a,   25a,   und   ähnliche   berechnen   sich    leicht    durch 

10 a       lOOrt 

^,    -^  u.  s.  w. 
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Am  leichtesten  könnte  man  multipliciren,  wenn  einer  der  Factoren 
neben  Null  nur  lauter  gleiche  Ziffern  enthielte.  Wollte  man  die 
Zahlen  im  System  der  Grundzahl  2  schreiben,  so  wäre  erreicht,  dass 
nur  Multiplicationen  mit  1  vorzunehmen  wären.  Dies  würde  aber  zu 
lange  Zahlen  mit  sich  führen.  Man  kann  aber  nach  dem  Vorschlag 
von  Collignon  und  Andern^)  den  Gleichungen 

3=1+2      4=2+2      G=l+5 

7=2+5      8=1+2+5   9=2+2+5 

gemäss  jede  Zahl  in  eine  Summe  von  drei  oder  vier  Zahlen  zerlegen, 
von  denen  eine  nur  die  Ziffern  0  und  1,  zwei  andere  nur  0  und  2, 
die  vierte  nur  0  und  5  enthält,  und  kann  also  den  einen  Factor  eines 
Products  in  die  Form  bringen 

.4  +  25  +  2C+5D 

wo  die  Zahlen  Ali  CD  nur  die  Ziffern  0  und  1  enthalten. 
So  wird  z.  B.  374289  zerlegt  in 

100010  +  2  •  1001  +  2-111  111  +  5  •  10  011. 

Ist  also  das  Product  von  §  7  zu  berechnen,  so  ergibt  sich 

6285371  •  100010  =  628599953710 

2  •  6285371  •  1001  =  2  •  6291656371  =  12583312742 

2  •  6285371  •  111111  =  2  •  698373857181  =  1396747714362 

5  •  6285371  •  10011  =  5  •  62922849081  =  314614245405, 

wobei  die  Rechnungen  mit  einem  übergeschobenen  Streifen  ausgeführt 
wurden. 

Das  ganze  Product  setzt  sich  dann  aus  diesen  Theilen  zusammen. 
Die  Multiplication  der  letzten  Zahl  mit  5  erfolgt  im  Kopfe  durch 
Multiplication  mit  10  und  Halbirung. 


§  9.    Die  Produettafeln. 

Die  zur  Bildung  eines  Products  nöthigen  Rechnungen  lassen  sich 
weiter  beträchtlich  vermindern  durch  Benutzung  der  Produettafeln, 
oder,  wie  sie  oft  heissen,  Rechentafeln,  die  im  Grunde  genommen 
ein  ausgedehnteres  Einmaleins  vorstellen.  Mit  ihrer  Benutzung  geht 
die  Rechnung  so  vor  sich  als  ob  man  mit  Zahlen  rechnete,  deren 
Grundzahl  100  oder  1000  ist. 


1)  Jahrbuch  über  die  Fort.schritte  d.  Mathematik,  Jahrgang  181)3  und  1894 
(Band  25),  Berlin  1897.     Seite  242. 
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Ein  Verzeickniss  und  eine  Beschreibung  der  bis  zum  Jahre  1873 
erschienenen  Producttafeln  (nebst  Aufzählung  und  Beschreibung  von 
vielen  andern  mathematischen  Tafeln,  als  Quadrattafeln,  Logarithmen- 
tafeln u.  dgl.)  findet  sich  in  dem  Report  of  the  British  Association 
for  1873:  Report  on  mathematical  tables  by  Glaisher,  und  in  dem 
Artikel  Tables  in  der  Encyclopaedia  Britannica. 

Um  das  grosse  Zahlenmaterial  etwas  abzukürzen  macht  man  bis- 
weilen davon  Gebrauch,  dass  wenn  a  =  100  c  -f-  d  ist,  mit  d  <  99, 
dann  aJ)  =  100 &c  -\-  hd  die  nämlichen  Ziffern  nullten  und  ersten 
Ranges  hat  wie  hd,  so  dass  diese  von  c  unabhängig  sind.  Geht  also 
a  bis  zu  1000,  so  haben  je  10  Producte,  für  c  =  0  bis  9,  die  näm- 
lichen beiden  Endziffern,  die  man  an  besondere  SteUe  setzen  kann, 
z.  B.  ans  Ende  einer  Zeile. 

Eine  nicht  gut  angebrachte  Sparsamkeit  ist  es  dagegen,  wenn  in 
einigen  der  unten  genannten  Tafeln  unter  den  Vielfachen  der  Zahl  a 
die  fortgelassen  sind,  bei  denen  der  andere  Factor  mit  Null  endigt, 
so  dass  man  diese  nicht  auf  der  a  entsprechenden  Seite  oder  Spalte 
finden  kann,  sondern  sie  an  anderer  Stelle  suchen  muss. 

Hier  seien  nur  einige  neuere  Rechentafeln  genannt  und  kurz 
beschrieben. 

Die  älteste  Tafel  ist  die  öfter  aufgelegte 

Br.  A.  L.  Crelle's  Bedientafeln  u.  s.  tv.     Mit  Vonvort  von  Bremiker. 
7.  Aufl.     Berlin  (Reimer)  1895. 

Diese  Tafel  gibt  die  Producte  bis  zu  1000  •  1000.  Auf  einer 
Seite  stehen  die  Producte  einer  Zahl  a  (mit  allen  Zahlen  h),  die 
<  1000  sind.  In  einer  Zeile  stehen  die  Producte  von  a  mit  den 
Zahlen  h,  die  die  nämlichen  beiden  Endziffern  haben.  Die  für  diese 
10  Producte  identischen  Endziffern  stehen  abgetrennt  am  Ende  der 
Zeile. 

Producte  bis  100  •  1000  gibt  die 

Rechentafel    nebst    Sammlung   häufig    gelrauchfer   Zahlenwerthe   von 
Br.  H.  Zimmermann.     Berlin  (Ernst  und  Korn)  1889. 
Auf   zwei    gegenüberstehenden    Seiten    erscheinen    die    Producte 
aller  Zahlen  von  1   bis  100  mit  den  Zahlen  einer  Dekade  ganz  fertig. 

Bei  den 

Midtiplicationstahellen,  auch  für  Divisionen  anwendbar  von  C.  A. 
Midier.  Karlsrahe  (Braun)  1897 
stehen  auf  zwei  gegenüberstehenden  Seiten  die  Producte  der  Zahlen 
von  1  bis  100  mit  den  10  Zahlen  zwischen  1  und  lOOÖ,  welche  die 
nämlichen  beiden  Endziffern  haben.  Die  für  jede  Zeile  gleichen  beiden 
Endziffern  des  Products  stehen  abgesondert. 


14  Zweites  Kapitel.  [§  9. 

Producte  bis  100  •  100  finden  sich  in  den 
Nathcnudi sehen   und   geodätisehen    HiJfstafeln   von   T)r.    W.   Jordan. 
9.  Aufl.     Hannover  (Helwing)  1895. 
Auf  einer  Seite  stehen   die  Producte  der  Zahlen   von    1  bis  100 
mit  5  aufeinanderfolgenden  Zahlen  aus  diesem  Intervalle. 

Originell  angeordnet  sind  die 

Bechentafeln   (grosse  Ausgabe)    hearheitet  von  Ludivig  Zimmermann, 

Coblenz.    Lieheniverda,  technisches  Versandgescliäft  von  R.  Reiss. 

Diese  Tafel  gibt  die  Million  Producte  bis  100  •  10000.    Ist  a  der 

ein-  oder    zweizifierige    Factor,    b  =  1000«  +  100/3  -f-  lOy  +  ^  der 

vierzifferige,  so  stehen  auf  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  die  10000 

Producte,  für  welche  ß  und  y  die  gleichen  Zahlen  sind,  sodass  die  ganze 

Tafel  aus  100  Seitenpaaren  besteht.     Setzt  man 

a{100ß  +  lOy)  =  1000g  +  lOOr  +  10s     r  und  s  Ziffern 

1000  aa  =  lOOOi) 

da  =  100t  -j-  10 u  -|-  V.  t,  u,  ?; Ziffern, 

so  ist 

ab  =  1000  (p  +  r/)  +  100 (/  +  r)  +  10 (h  -{- s) -\- v  =  1000  ic  +  z. 

Jede  Seite  der  Tafel  enthält  50  Zeilen,  sodass  jede  Zeile  einem 
Werthe  von  a  entspricht.  Da  jede  Seite  einem  Ziflernpaar  ßy  ge- 
widmet ist,  sind  für  jede  Zeile  dieser  Seite  qrs  die  gleichen  und 
p  -\-  q  =  w  nur  von  a  abhängig  und  kann  für  «  ^  0,  1  •  •  •  9  an- 
gegeben werden.  Die  Werthe  tuv  und  folglich  auch  t  -{-  n,  u  -\-  s, 
V  und  z  sind  dagegen  von  a  und  ö  abhänoficr  xmd  müssen  daher  auf 
jeder  Zeile  für  (J  =  0,  1  •  •  •  gegeben  werden.  Dabei  kann  es  vor- 
kommen, dass  ^  -f-  r  >  10  ist,  wobei  dann  die  Zahl  s  noch  eine  Ziffer 
3**"  Ranges  enthält,  die  aber,  da  d«  <  9  •  99,  also  t  und  r  höchstens 
=  9  und  t  -\-  r  <^  IH  ist,  höchstens  =  1  ist,  und  die  dann  zu  iv  hinzu- 
zufügen ist. 

Die  Differenzen  der  Zahlen  iv  einer  Zeile  sind  a,  weil  ja  q  von  a 
nicht  abhängt,  und  die  der  Zahlen  0  sind  ebenfalls  a.  So  ist  z.  B. 
für  a  =  79  und  ß  =  b  y  =  8,  79  •  580  =  45820,  daher  q  =  45, 
r  =  S,  s  =  2,  w  =  1000(2)  -f  45)  =  1000(aa  +  45),  lOOr -f  10s  =  820, 
während  ad  von  0  bis  9  •  79  =  711,  also  z  von  820  bis  1531  variirt. 

Die  kleine  Ausgabe  dieser  Rechentafeln  gibt  auf  10  Seitenpaaren 
die  Producte  bis  zu  100  •  1000. 

Wenn  man  nun  das  frühere  Beispiel  mit  den  Crelle'schen  oder 
Zimmermann'schen  Rechentafeln  rechnen  will,  so  denkt  man  sich 

G285371  =  C  •  10"  +  2X5  ■  10^  +  371 
374289  =  374  •  10^  -f  289 
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gesetzt.     Man  entnimmt  den  Tafeln  die  Producte 

6  •  374,  6  •  289,  285  •  374,  285  •  289,  371  •  374,  371  •  289 

und  hat  diese  nur  in  der  richtigen  Weise  untereinander  zu  setzen  und 
zu  addiren. 

§  10.    Die  Quadrattafeln. 

Zur  leichteren  Berechnung  eines  Products  ah  kann  man  sich  statt 
der  umfangreichen  Prodncttafeln  der  bei  weitem  kürzeren  Quadrat- 
tafeln bedienen.     Es  ist  ja 

(1)  ah  =  ^[{a  +  hy-cr--h'-} 

oder  auch 

Man  kann  also  ein  Product,  dessen  Factoren  beide  <  10"  sind, 
berechnen,  wenn  man  Tafeln  hat,  die  die  Quadrate  aller  Zahlen,  die 
<  2  •  10"  sind,  geben.  Diese  enthalten  2  •  10"  Tafelwerthe,  während 
die  entsprechenden  Producttafeln  10-"  Werthe  enthalten  müssten. 

Die  erste  der  obigen  Formeln  für  ah  ist  dann  bequem,  wenn 
man  neben  ah  auch  noch  «^  und  h^  braucht,  wie  das  z.  B.  bei  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  der  Fall  ist.  Andernfalls  ist  die 
zweite  Formel  vorzuziehen. 

Der  Quadrattafeln  gibt  es  viele.  In  den  in  §  9  erwähnten  Hilfs- 
tafeln von  Jordan  finden  sich  die  Quadrate  der  Zahlen  von  1  bis  999. 
Die  jetzt  viel  gebrauchten:  Fünfstelligen  vollst.  Jogar.  und  triganoni. 
Tafeht  von  F.  G.  Gauss  enthalten  zwei  Tafeln,  deren  erste  die  Quadrate 
der  Zahlen  von  1  bis  999,  die  zweite  die  Quadrate  der  Zahlen  von 
1  bis  10  000  gibt.  In  dieser  letzten  Tafel  sind  aber  die  Ziffern 
nullten  und  ersten  Ranges  fortgelassen  (oder  eigentlich  gibt  die 
Tafel  die  Quadrate  der  Zahlen  von  1,000  bis  10,000  auf  4  Decimalen 
genau). 

Man  kann  diesem  Mangel  durch  eine  kleine  Hilfstafel  abhelfen. 
Denn  da 

(lOOrt  +  10/>  -f  c)-  =  100 { lOOa^  4-  2a(l()h  +  c  -f  //) }  +  20hc  +  c^ 
=  20&C  +  c2  mod  100 

ist,  so  sind  die  Ziffern  nullten  und  ersten  Ranges  des  Quadrats 
die  nämlichen,  wie  die  entsprechenden  Ziffern  von  20/;c  -j-  c-  uiul 
daher  unabhängig  von  a.  Diese  Endziffern  sind  in  der  folgenden 
Tabelle  gegeben. 


16 


Zweites  Kapitel. 
Einer 


[§10. 


Zehner 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

0 

00 

Ol 

04 

09 

16 

25 

36 

49 

64 

81 

1 

00 

21 

44 

69 

96 

25 

56 

89 

24  61 

2 

00 

41 

84 

29 

76 

25 

76 

29 

84  1  41 

3 

00 

61 

24 

89 

56 

25 

96 

69 

44 

21 

4 

00 

81 

64 

49 

36 

25 

16 

09 

04 

Ol 

5 
6 

7 
8 

00 
00 

Ol 
21 
41 
61 

04 
44 
84 
24 

09 
69 
29 
89 

16 
96 
76 
56 

25 
25 
25 
25 

36 
56 
76 
96 

49 

64  81 

89 

24 

84 
44 

61 
41 
21 

00 
00 

29 
69 

9 

00 

81 

64 

49 

36 

25 

16 

09 

04  j  Ol 

Zerlegt  man  20h c  -{-  C"  in  100a  -{-  lOß  -{-  y,  so  gibt  die  Gauss- 
sche  Tafel  (nach  Fortlassung  des  Komma) 

a  =  100^2  -f  20al)  +  2ac  +  &2  4-  a  wenn  10/3  +  7  <  50 

oder 

=  100a'-\-20ah-{-2ac-\-h--\-a-^l  >  50 

(dass  10|3  -|-  7  =  50    ist,  kommt    nicht    vor).     Nennt  man  also   die 
Zahl  der  obigen  Hilfstafel  h,  so  wird 

(100a  +  10&  +  cy  =  100  (?  +  h  wenn  Ji  <  50 

=  100(G  —  1)  +  A  >  50. 

So  wird  z.  B.  34762  =  100(120826  —  1)  +  7ß  =  12082576 

45232  =  100  •  204575  +  29  =  20457529 

In  C.  F.  Gauss'  Werken  Bd.  2  Seite  504  und  505  ist  aus  dem 
Nachlass  der  Anfang  einer  Quadrattafel:  Quadratorum  Myrias  prima 
veröffentlicht,  die  meines  Wissens  nicht  fortgesetzt  worden  ist,  obgleich 
sie  sich  durch  ihre  compendiöse  Anordnung  auszeichnet. 

Die  neueste  und  ausgedehnteste  Tafel  ist  die  Tafel  der  Viertel- 
quadrate aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  200000  von  J.  Blater,   Wien 

1887,   die  zu  einer  Zahl  a  den  Werth  —  gibt,  genau,  wenn  a  gerade 

ist,  mit  Weglassung   des    Bruches  —  wenn    a   ungerade   ist.      Blater 
schreibt  a  =  1000  N^n,  wo  n  £  999  und  N<  200  ist. 


Setzt  man 


=  A10'^  +  B10^-\-  C 


§10.] 


Die  directen  Operationen. 


wo  B  und  (7^999  sind,  so  ist,  für  N=  2P, 

^  =  10«  P2  +  1000  Pw  +  ^* 

4  4 

und   daher   C^ -- mod  1000.     Also  hängt  C  nur  von  n,  nicht  aber 
von  P  ab.     Wenn  aber  N  ungerade  =  2P  -[-  1  i'^t,  so  folgt  aus 
'-^  =  lO^pa  4-  10«P  +  250000  +  lOOOP«  +  500«  +  ~, 

dass  nun  C  ^  500w  -j-  —  mod  1000  ist,  also  auch  nicht  von  P  ab- 
hängt, aber  für  dasselbe  n  einen  andern  Werth  hat  wie  vorhin.  Des- 
wegen trennt  Blater  die  Tafel  in  zwei  Theile,  je  nachdem  N  gerade 
oder  ungerade  ist.  In  beiden  Fällen  wächst  1000 Pw,  wenn  n  um 
10  wächst,  um  10  000  P,  also  höchstens  um  1000000,  bringt  also  in 
den  Ziffern  7**^°  und  höheren  Ranges  unmittelbar  gar  keine  Änderung, 
in  denen  6**^*  Ranges  nur  eine  Änderung  um  höchstens  eine  Einheit 
hervor.  Daher  ist  Ä  für  zehn  aufeinander  folgende  Werthe  von  n 
entweder  die  nämliche  Zahl  oder  sie  muss  für  einige  um  eine  Einheit 
erhöht  werden,  was  in  den  Tafeln,  ähnlich  wie  in  den  Logarithmen- 
tafeln üblich,  durch  einen  Stern  bezeichnet  ist. 

Von  dem  Aussehen  der  Tafel  geben  folgende  Beispiele  eine  Vor- 
stellung, die  Kopf  und  Fuss  der  Seite  und  eine  Zeile  enthalten. 
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Die  n  stehen  am   Kopfe  jeder   Columne,   die   zugehörigen   C  am 
Fusse;  jede  Zeile   entspricht  einem   bestimmten   iV,   in   der   Coluinne 

LUrotli,  numerisches  Bechnen.  2 
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hinter  N  steht  das   zugehörige  Ä,  und  in   der  Kreuzung  .von  Zeile 
und  Columne  das  B.     So  ist  z.  B. 

~  39  2232  =  384610932%, 

j  172  331^=7424  493  390%,  dagegen 

^  172  3392  =  7425182  730%,  wo   7424  in  7425  verwandelt 

werden  musste,  weil  .B  =  182  mit  einem  Stern  versehen  ist. 

Bei  grossen  Zahlen  muss  man  zerlegen.     Soll  z.  B.  das  Product 

378  254  359-987  654  321 

gebildet  werden,  so  kann  man  setzen 

a  =  3782  6  =  54  359 

c  =  9876  d  =  54  321 ;. 

dann  geben  die  Tafeln  zu 


den  Zahlen 

die  Viertelquadrate 

und  die  Producte 

c-\-  a=    13  658 
c  —  a==      6  094 

46  635  241 

9  284  209 

ac  =      37  351  032 

a  +  fZ=    58103 
d  —  a=    50  539 

843  989  652 
638  547  630 

ad==   205442  022 

h-\-c=    64235 
h  —  c=    44483 

1  031  533  806 
494  684  322 

&c=   536  849  484 

h-\-d=  108  680 
h  —  d=          38 

2952  835  600 
361 

&f7  =  2952  835  239 

md  hiermit  setzt  sich  das  Product  zusammen 

durch  die  Summe 

37  351  032  00000  00000 

2  054  42022  00000 

5  368  4948400000 

29528  35239 

37  358  455  21034  35239 

Bei  der  Benutzung  der  Quadrattafeln  braucht  man,  wenn  a  und  h 
beide  <  c  sind,  zur  Berechnung  aller  möglicher  Producte  ab  die 
Quadrate  aller  Zahlen  von  1  bis  2c.  Man  kommt  mit  einer  halb  so 
grossen  Tafel  aus,  wenn  man  nach  Arnaudeau  (Compt.  Rend.  1895 
Mai  6  Seite  976)  die  Dreieckszahlen  verwendet.     In  der  That  ist 

ab  =  ^-~-  +  — ^r^ ' '-^ '-^ 
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oder  auch 

a{a—  1)    ,    h(h+\) (a  —  b  —  l)(a  —  b) 

2  '  2  2 

Man  braucht  also  unter  den  obigen  Annahmen  nur  eine  Tafel 
der  Dreieckszahlen  für  alle  Zahlen  zwischen  1  und  c.  Ob  ausgedehnte 
Tafeln  dieser  Zahlen  existiren,  weiss  ich  nicht. 

Wenn  man  noch  so  grosse  Vorsicht  anwendet  bei  der  Construction 
und  dem  Druck  von  Tafelwerken,  so  ist  doch  von  vorne  herein  ab- 
solute Correctheit  nicht  zu  erwarten  und  es  vergehen  gewöhnlich 
Jahre,  bis  man  annehmen  kann,  die  Fehler  seien  aufgefunden.  Der 
vorsichtige  Rechner  wird  daher,  wenn  er  mit  Tafeln  rechnet,  die  noch 
nicht  lange  im  Handel  sind,  die  Zahl,  die  er  gebraucht,  zu  control- 
liren  suchen.  Dies  geschieht  am  einfachsten  durch  Vergleichung  mit 
benachbarten  Zahlen. 

Bei  den  Producttafeln  wird  man  bei  Entnahme  von  ah  dies  mit 
(«  -\-  l)h  vergleichen  und  sich  überzeugen,  ob  die  Differenz  in  der 
That  h  ist.  Dies  wird  ausreichend  sein,  wenn  jedes  Product  voll- 
ständig ausgeschrieben  ist.  Wenn  jedoch  Zifferagruppen  für  Reihen 
von  Werthen  von  «,  wie  in  §  9  angeführt,  abgetrennt  und  nur  einmal 
aufgeführt  sind,  muss  man  diese  besonders  controUii*en,  was  durch 
directe  Rechnung  oder  wieder  durch  Differenzen  geschehen  kann. 

Ahnhch  ist  bei  den  Quadrattafeln  zu  verfahren,  wo  (« -|-  1)^  —  «^ 
==  2«  -j-  1  sein  muss.  Auch  hier  sind  abgesonderte  Zifferngruppen 
besonders  zu  controUiren.  So  wird  bei  der  Blater 'sehen  Tafel  die  Ver- 
gleichung von  ^^^ — -  mit  —  nur  B  und  C  controUiren,  dagegen  das 

isolirt  stehende  Ä  nicht.    Um  dessen  Richtigkeit  zu  prüfen  setzt  man 

P  -\-  1  für  P  und  findet  die  Änderung  von  A  in   dem  ganzzahligen 

rjy,     .,              [1000  {X-\- 2) -\-ny  — [1000 N-^nY      .  at    i     i       •    i 

Theil  von   ^^ ^ — — ^        -'  ^  *- — - ,  der  =  iV  -|-  1  wird. 


§  11.    Die   Vielfachen. 

Ein  anderes  Hilfsmittel  zur  Erleichterung  der  Multiplication  bieten 
die  Tabellen  der  Vielfachen.      Sie   geben  für  jede   Zahl  a,   innerhalb 
gewisser  Grenzen,  die  Vielfachen  la,  2  a,  •  ■  •  bis  9  a.     Die  Tafel 
Erleichterungstafel  für  jeden,  der  zu  rechnen  hat,  von  Crelle.     Berlin 
183G 
geht  von  a  =  1  bis  a  =  10000000,  die 

Productentafel  von  Uretschneider.     Hamburg  und  Gotha  1841 
von  a  =  1  bis  a  =  100  000.    Neuere  Tafeln  dieser  Art  kenne  ich  nicht. 
Ersetzt  werden  diese  Tafeln  durch  die  sog.  Rechenstäbchen,  die 
nach  ihrem  Erfinder  auch  die  Napier'schen  (oder  Neper 'sehen)  Stäbchen 

2* 
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Geissen ^).  Jeder  Stab  ist  für  eine  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  9  bestimmt,  die 
an  der  Spitze  steht.  In  9  darunter  stehenden  Fächern  befinden  sich 
die  9  ersten  Vielfachen  und  zwar  die  Zehner  von 
den  Einern  z.  B.  durch  einen  Strich  getrennt;  wie 
dies  in  Figur  1  für  ein  Stäbchen  dargestellt  ist, 
das  der  Zahl  7  zugehört.  Um  nun  ein  Vielfaches 
einer  Zahl  a  zu  finden^  legt  man  die  Stäbchen,  die 
den  einzelnen  Ziffern  von  a  entsprechen,  in  der 
richtigen  Reihenfolge  nebeneinander  und  liest  in 
dem  Fache,  das  dem  zweiten  Factor  entspricht,  die 
Zahlen  von  rechts  nach  links  ab,  indem  man  immer 
zwei  addirt,  die  zwischen  denselben  beiden  Strichen 
stehen.  Soll  etwa  6792438  mit  7  multiplicirt 
werden,  so  hat  man  folgende  Figur  (2),  in  der  nur 
die  dem  Factor  7  entsprechenden  Fächer  der  Stäbchen 
gezeichnet  sind: 

Fig.  2. 
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und  liest  aus  ihr  das  Product  47547066  ab.     Die 

Additionen,  die  hier  noch  nöthig  sind,  werden  bei 

den  Beglettes  multiplicatrices  von  Genaille  et  Lucas,  Paris  (Belin)  1885, 

in  folgender  Weise   graphisch  vollzogen.     Sei   die  Zahl  a  dekadisch 


geschrieben 


a^ax- 


ciiCiiaQ 


wo  die  «;.  alle  höchstens  =  9  sind.  Sei  h  der  einziffrige  Multipli- 
cator.  Man  hat  dann  a^h  zu  bilden,  die  dabei  entstehenden  Zehner 
zu  dem  Product  a^l)  hin  zu  zuschlagen  oder  zu  übertragen,  die  so 
herauskommenden  Zehner  auf  a^l)  zu  übertragen  u.  s.  w.,  die  jeweils 
entstehenden  Einer  aber  zu  notiren.  Bei  üq!)  kommen  höchstens 
h  —  1  Zehner  vor,  da  a^  ^  9  ist.  Wenn  diese  zu  a^l)  hinzugeschlagen 
werden,  so  entsteht  eine  Zahl  ^^h  -\-h  —  1  =  10(&  —  1)  -|-  9,  die 
höchstens  h  —  1  Zehner  enthält.  Diese  werden  auf  agf»  übertragen 
und  liefern  dann  eine  Zahl,  die  wieder  10 (h  —  1)  -j-  9  nicht  über- 
schreitet, also  auch  höchstens  h —  1  Zehner  zur  Übertragung  liefert  u.  s.  w. 
Bei  der  ganzen  Multiplication  mit  h  sind  also  nie  mehr  als  h  —  1 
Zehner  zu  übertragen.  Sei  nun  axh  =  10a  -\-  ß,  mit  /3  ^  9.  Von 
der  vorhergehenden  Rechnung  bis  ax—\b  einschliesslich,  seien  y  Zehner 
auf  axh  zu  übertragen.     Nun  ist  für  die  Zahl  ax  ebenso   wie  für  die 


1)  In    Napier's:    Rabdologiae    sive    numerationis    per    virgulas    libri    duo. 
Edenburgi  1617  zuerst  beschrieben. 


§11.] 


Die  directen  Operationen. 


21 


ein   Stäbchen   vorhanden.     Alle  diese   Stäbehen  sind  in  9 
Fächer  getheilt,  den  Zahlen  h  ==  1,  2,  •  •  •  9  entsprechend.    Das  //®  Fach 


^'o«i«2 


Fig.  3. 


Fig.  1. 
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ist  weiter  in  &  Zeilen  zerlegt,  die  von  oben  nach 
unten  die  Zahlen  /3,  ß  -\-  1,  ■  •  •  ß  -^-h  —  1  tragen. 
Diese  Eintheilungen  sind  bei  allen  Stäbchen  gleich 
gross.  Das  vorhergehende  Stäbchen  a;.^_i  trägt  an 
seinem  &'^^  Fach  einen  Zeiger  in  Gestalt  der  Spitze 
eines  Dreiecks,  sodass  die  Spitze  auf  die  y  -j-  1*®  Zeile 
des  Faches  deutet.  (Fig.  3.)  Liegen  die  beiden  Stäbchen 
nebeneinander,  so  deutet  diese  Spitze  auf  die  Zahl 
ß  -\-  y  des  Stäbchens  «;. .  Ist  nun  ß  -\-h  —  1^9,  so 
ist  /3  +  7  ^  9  und  ist  also  die  Ziifer  vom  Range  A  in 
al).  Daher  ist  von  axh  auf  a^^xb  der  Zehner  u  zu 
übertragen,  was  bewirkt  wird,  indem  man  an  das 
U^  Fach  des  Stäbchens  Ux  ein  Dreieck  ansetzt,  dessen 
Spitze  auf  die  {u  -\-  1)*°  Zeile  des  Faches  weist.  Ist 
aber  ß  -\-b  —  1  >  9,  so  kann  ß  -\-  y  je  nach  der 
Grösse  von  y  ^  9  oder  ^  10  werden,  und  dann  sind 
entweder  wie  eben  a  Zehner  oder  «  -j-  1  Zehner  zu 
übertragen.  Daher  braucht  man  dann  zwei  Dreiecke 
(Fig.  4),  eines  über  den  Zahlen  ß,  ß  -\-  \,  •  ■  •  ^d  mit  der 
Spitze  in  der  («  -f-  1)*™  Zeile,  und  eines  über  den 
Zahlen  0,\,---ß-\-h — 11  mit  der  Spitze  in  der 
(«  -|-  2)*^''  Zeile,  und  je  nach  der  Stellung  des  Zei- 
gers auf  dem  Stäbchen  fl;._i  hat  man  die  eine  oder 
die  andere  zu  wählen  und  zum  folgenden  Stäbchen 
überzugehen. 

Ist  Ux  die  höchste  Stelle  der  Zahl  a,  so  wird  links 
neben  das  Stäbchen  ax  ein  Stäbchen  Null  gelegt,  das 
im  6**=°  Fach  die  Zahlen 

0,  1,  2,  •  •  •  6  —  1 

trägt.  Der  in  der  {u  -\-  !)*•'■'  oder  (u  -\-  2)*"°  Zeile 
stehende  Zeiger  weist  dann  auf  u  oder  «  -|-  1,  wie  es 
sein  soll.    (Fig.  6.) 
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Die  Figur  5  zeigt  das  Stäbchen  7,  und  die  Figur  6,  wie  bei  der 
Multiplication  von  273598642  mit  6  die  Stäbchen  aneinanderliegen, 
wobei  indessen  nur  das  6'^  Fach  gezeichnet  ist. 


Wenn  man  mit  2  rechts  beginnend  stets  nach  den  Spitzen  der  Dreiecke 
geht,  so  erhält  man  der  Reihe  nach  die  Ziffern  2581951461,  die  von 
rechts  nach  links  das  Product  bilden.  Die  Rechenstäbe  geben  in  com- 
pendiöser  Form  zu  geringejn  Preis  ein  gi-osses  Material  von  fertigen 
Producten,  da  man  eben  nur  die  10  Stäbchen  gehörig  oft  zu  verviel- 
fältigen braucht. 


Fig.  7. 


Drittes  Kapitel. 
Die  Reclienmaschinen. 

§  12.    Die  Leibniz'sche  Rechenmaschine. 

Sehr  nützliche  Hilfen  für  die  Rechnung  bieten  die  Rechen- 
maschinen, die  in  neuerer  Zeit  sich  sehr  verbreitet  haben.  Die  erste 
wirkliche  Rechenmaschine  wurde  von  Leibniz  construirt.  Die  Maschine 
befindet  sich  in  der  königl.  Bibliothek  zu  Hannover.  Eine  gründliche 
Untersuchung  durch  den  (nachher  noch  zu  erwähnenden)  Ingenieur 
Burkhardt  in  Glashütte  hat  gezeigt,  dass  die  Maschine  wohl  nie  be- 
triebsfähig war.  Man  findet  im  Jahrgang  1892,  Seite  547  und  1897, 
Seite  291  der  Zeit- 
schrift für  Ver- 
messungswesen 
eine  Abbildung, 
und  im  letzteren 
Jahrgang,  Seite 
392  ff.  einen  Be- 
richt über  die  Ma- 
schine. Später 
wurden  von  Lord 
Mahon ,  Pfarrer 
Hahn,J.H.MüUer 
andere  Maschinen 

construirt,  die 
heute  noch  be- 
triebsfähig existi- 
ren  (vgl.  Katalog 
der  Math.  Ausstel- 
lung vom  Jahre  1893  in  München). 

In  neuerer  Zeit  wurde  von  einem  Lehrer  Thomas  in  Colmar  eine 
Maschine  wiedererfunden,  die  den  Apparat  populärer  machte.  Diese 
Maschine  wird  seit  einigen  Jahren  von  Burkhardt  in  Glashütte  in 
vortrefflicher  Ausführung  gebaut. 

Die  wesentlichen  Organe  aller  dieser  Maschinen  sind  schon  in 
der  Leibniz'schen  Maschine  vorhanden. 
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Die  Einrichtung  der  Thomas-Burkhardt'sclien  Maschine  ist  fol- 
gende (Fig.  1,  die  aber  nur  schematisch  ist,  mit  Fortlassung  von  allen 
constructiven  Einzelheiten). 

Die  Axe  q  wird  mit  einer  Kurbel  stets  in  gleichem  Sinne  gedreht 
und  setzt  durch  die  Räder  p  und  r  die  Axen  a  und  die  an  diesen 
festsitzenden  Walzen  h  in  Bewegung.    Jede  von  diesen  trägt  9  Zähne 

von  verschiedenen  Längen,  nämlich  den  Längen  — ,  tq,  •  ■  •  jt:,  wenn 

A  die  Länge  der  Walze  ist.  Die  Räder  d  sitzen  auf  den  vierkantigen 
Axen  c  und  nehmen  diese  daher  mit;  sie  sind  verschiebbar  und 
lassen  sich  mit  Hilfe  von  federnden  Knöpfen,  die  in  Schlitzen  der 
Deckplatte  laufen,  verstellen.  Die  Schlitze  sind  mit  Nummern  0,  •  •  •  9 
versehen,  so  dass,  wenn  ein  Knopf  auf  der  Zahl  a  steht,  das  ent- 
sprechende mit  ihm  verbundene  Rad  d  von  a  Zähnen  der  neben- 
liegenden Walze  c  bei  deren  Umdrehung  getroffen  wird.  Auf  den 
Axen  c  sitzen  wieder  die  beiden  gleichen  Räder  e  und  /",  die  ebenfalls 
verschiebbar  sind.  Eines  von  ihnen  —  e  in  der  Figur  —  greift  in 
ein  gleiches  Rad  g  ein,  das  die  Ziffernscheibe  h  trägt,  auf  der  die 
Zahlen  0,  •  •  •  9  angegeben  sind,  von  denen  eine  durch  ein  Fenster  u 
der  Deckplatte  sichtbar  ist.  Dreht  sich  d  um  u  Zähne,  so  dreht  sich 
auch  g  um  ebenso  viele  Zähne,  und  dann  erscheint  statt  der  im  Fenster 
vorher  sichtbaren  Zahl  Ä  die  Zahl  Ä  -{-  u  oder  deren  Überschuss 
über  10.  Auf  diese  Art  wird  zu  einer  in  den  Fenstern  sichtbaren 
Zahl  eine  in  den  Schlitzen  eingestellte  addirt  durch  eine  Kurbel- 
umdrehung. Ist  vi  -|-  a  >  9,  so  muss  der  bei  der  Addition  sich  er- 
gebende Zehner  auf  die  nächste  Stelle  übertragen  werden.  In  dem 
Moment,  wo  in  dem  einen  Fenster  9  in  0  übergeht,  drückt  eine  an 
der  Scheibe  ]i,  befestigte  Nase  Je  auf  die  Nase  t  des  Hebels  l  und 
dieser  schiebt  die  Hülse  n  mit  dem  Zahnrad  m,  das  sich  frei  in  ihr 
dreht,  aber  die  Axe  c  dabei  mitnimmt,  in  eine  solche  Lage,  dass  es 
mit  dem  einzelneu  Zahn  s  in  Eingriff  kommen  kann,  der  an  der 
Walzenaxe  sitzt  und  sonst  an  m  vorbeigeht.  Die  gedachte  Verschie- 
bung von  m  bereitet  die  Zehnerübertragung  vor,  die  durch  den  Ein- 
griff von  s  in  m  ausgeführt  wird.  Sofort  nachher  wird  m  durch  eine 
mechanische  Vorrichtung  wieder  in  seine  Ruhelage  zurückgeführt. 

Eine  Reihe  von  Sicherungen  hindern  die  Räder  sich  zu  drehen, 
wenn  sie  nicht  angetrieben  werden. 

Soll  subtrahirt  werden,  so  wird  das  ganze  System  der  Räder  e 
und  /",  die  auf  einem  Schlitten  befestigt  sind,  durch  einen  Zug  an 
einem  Stellhebel  so  verschoben,  dass  die  Räder  e  ausser  Eingriff,  die 
f  dagegen  in  Eingriff  mit  g  kommen.  Drehen  sich  nun  die  Walzen 
in  demselben  Sinn,  wie  vorher,  so  drehen  sich  die  Räder  g  und  die 
Zifferscheiben  in  entgegengesetztem  Sinne  wie  früher  und  die  Zahlen 
werden  kleiner.     Da  ein    übertragener   Zehner   möglicher  Weise   auf 
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die  Stellen  links  von  ihm  Einfluss  hat,  wie  z.  B.  wenn  zu  99999  Eins 
addirt  wird,  so  müssen  die  Zehnerübertragungen  allmählich  von  rechts 
uach  links  in  Thätigkeit  treten,  was  dadurch  bewirkt  ist,  dass  die 
Zähne  s  gegeneinander  versetzt  sind.  Die  Zehnerübertragungen  treten 
natürlich  erst  dann  in  Thätigkeit,  nachdem  die  Bewegungen  der 
Räder  d  durch  die  Zähne  der  Walzen  h  beendigt  sind. 

Die  Anzahl  der  Fenster  ist  gewöhnlieh  doppelt  so  gross  als  die 
Anzahl  der  Walzen  mit  den  zugehörigen  Axen  c  und  liäderpaaren  e,  /". 
Die  Zehnerübertragung  geht  nur  noch  um  eine  oder  zwei  Stellen 
weiter  als  die  Schlitze  und  Walzen,  so  dass  unter  Umständen  Vor- 
sicht zu  beobachten  ist,  dass  man  nicht  zu  weit  rechnet.  Bei  grossen 
Maschinen  ertönt  eine  Glocke,  wenn  eine  Zehnerübertragung  gemacht 
werden  soll,  für  die  die  Orgaue  in  der  Maschine  fehlen. 

Die  Räder  g  mit  den  Zifferscheiben  h  sind  an  einem  Lineal  be- 
festigt, das  sich  in  der  Richtung  rechts  —  links  hin  und  her  schieben 
lässt,  so  dass  man  die  Räder  e  bezw.  f  mit  verschiedenen  Gruppen 
von  Ziff'erscheiben  in  Eincrriff  brinoren  kann. 

Die  Addition  vollzieht  sich  mit  der  Maschine  sehr  einfach.  Man 
stellt  den  einen  Posten  in  den  Zifferscheiben,  den  andern  mit  den 
Knöpfen  in  den  Schlitzen  ein,  dreht  die  Kurbel  einmal  herum,  so 
erscheint  die  Summe  in  den  Fenstern.  Ebenso  ist  es  bei  der  Sub- 
ti-action  der  Zahl  in  den  Schlitzen  von  der  in  den  Fenstern,  wobei 
der  Stellhebel  nur  auf  Subtraction  zu  stellen  ist. 

Die  Multiplication  ist  wiederholte  Addition.  Ist  der  Multiplicator 
eine  einzifferige  Zahl  a,  so  addirt  man  a  mal  den  Multiplicandus  h, 
indem  man  ihn  in  den  Schlitzen  einstellt  und  die  Kurbel  a  mal  dreht. 
Ist  h  mit  der  dekadischen  Zahl  •  •  •  cl^ü^üq  zu  multipliciren,  so  stellt 
man  h  in  den  Schlitzen  ein,  und  dreht  die  Kurbel  (/(,mal,  wodurch 
man  in  den  Fenstern  hciQ  erhält.  Um  hiezu  IQha^  zu  addiren,  ver- 
.schiebt  man  das  Lineal  um  eine  Stelle  nach  rechts,  so  dass  jetzt  das 
zweite  Fenster  von  rechts  her  über  dem  ersten  Schlitz  steht,  a^  Um- 
drehungen der  Kurbel  bilden  nun  ha^  und  addiren  zugleich  \Oha^ 
zu  hüQ.  Durch  eine  weitere  Rechtsschiebung  des  Lineals  und  n.^  Dre- 
hungen der  Kurbel  erscheint  in  den  Fenstern  lOO/^a«  -(-  lO&a^  -\-  a^  u.  s.w. 

Eine  andere  Einrichtung  hat  die  Brunsviga  Maschine  (gebaut 
von  Grimme,  Natalis  &  Co.  in  Braunschweig).  Das  wesenthche  Organ 
ist  hier  eine  Schaltscheibe,  aus  der  mit  Hilfe  einer  aus  zwei  Kreis- 
bogen von  verschiedenem  Radius  gebildeten  Coulisse  eine  Anzahl 
Zähne  (0  bis  9)  hervorgetrieben  werden  können.  Dieser  Schaltscheibe 
steht  eine  Zifferscheibe  gegenüber,  in  die  die  hervorgetriebenen 
Schaltzähne  eingreifen.  Die  Abmessungen  sind  so  getroffen,  dass, 
wenn  die  Zifferscheibe  vorher  in  einem  Fenster  die  Ziffer  A  zeigt, 
nach  einer  Umdrehung  der  Schaltscheibe,  aus  der  a  Zähne  vorstehen, 
im    Fenster  Ä-{-  a  bezw.    sein    Überschuss-  über    10    sichtbar    wird. 
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Eine  Anzahl  dieser  Elementenpaare  sind  nebeneinander  auf  zwei 
parallelen  Axen  angeordnet.  Die  Zehnerübertragung  z.  B.  vom  nullten 
auf  den  ersten  Rang  wird  Yorbereitet  dadurch,  dass  beim  Übergang 
von  9  zu  0  im  ersten  Fenster  ein  Hebel  in  den  Weg  eines  Zahnes 
gerückt  wird,  der  seitlich  aus  dem  zweiten  Schaltrad  heraussteht 
und  für  gewöhnlich  die  zweite  Zifferscheibe  nicht  trifft.  Jener  Hebel 
drückt  den  Zahn  aber  dann  so  zur  Seite,  dass  er  in  diese  Ziffer- 
scheibe eingreifen  und  sie  um  eine  Ziffer  weiterschieben  kann.  Beim 
Subtrahiren  dreht  man  die  Schaltscheiben  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung, wie  beim  Addiren.  Die  Zifferscheiben  sind  verschiebbar,  so 
dass  die  Schaltscheiben  mit  verschiedenen  Gruppen  von  Zifferscheiben 
in  Eingriff  gebracht  werden  können. 

§  13.    Die  Selling'sclie  Rechenmascliiiie. 

Während  die  beiden  im  vorigen  §  beschriebenen  Maschinen  Additions- 
maschinen sind,  bei  denen  die  Multiplicationen  ausgeführt  werden,  in- 
dem man  sie  auf  Additionen  zurückführt,  ist  die  Selling'sche  Maschine 
in  gewissem  Sinne  eine  Multiplicationsmaschine.  Sie  ist  in  der  Schrift: 
Eine  neue  Bechenmaschine  von  E.  Selling,  Berlin,  (Springer)  1887 
beschrieben. 

Die  Maschine  besteht  aus  zwei  Theilen,  dem  Scheerensystem  und 
dem   Zahnradsystem.     Das  erstere    ist    der  Idee    nach    aus  zwei  sog. 

Nürnberger  Scheeren  gebildet  (in  Wirk- 
lichkeit ist  es  ein  Parallelogrammnetz),  die 
in  der  Figur  8  rechts  und  links  zu  sehen 
sind.  In  A  und  B  sind  die  Enden  beider 
festgehalten.  Die  Scheeren  sind  sorgfältig 
genau  gleich  gearbeitet.  Die  Knotenpunkte 
sind  durch  Querstangen  1,  2,  ■  •  •  9  verbun 
den,  mit  denen  man  Längsstangen  SqS^S^-  ■  • 
(in  der  Figur  sind  es  5)  koppeln  kann, 
jede  Längsstange  mit  jeder  Querstange. 
Wird  nun  die  Querstange  1  um  p  Centi- 
meter  bewegt,  so  verschiebt  sich  die  Quer- 
stange ß  um  ßp  Centimeter.  Wenn  also,  wie  in 
der  Figur,  die  Stangen  S^-  ■  ■  Sq  mit  den 
Querstangen  7,  4,  2,  0,  5  gekoppelt  sind, 
bewegen  sie  sich  um  Ij),  4^),  2^?,  Op,  bp  Centi- 
-^  "^         meter  vorwärts.     Wenn   jede    Längsstange 

in  ein  Zahnrad  eingreift,  so  drehen  sich 
diese  Räder  um  ebenso  viele  Zähne.  Ist  allgemein  die  Längsstange  Sx 
mit  der  «i'*^"  Querstauge  gekoppelt,  so  wird  das  A*"  Zahnrad  um  jjrt;. 
Zähne  gedreht.  Die  Zehnerübertragung  geschieht  bei  der  Selling- 
schen  Maschine  continuirlich   durch   ein   System   von  Planetenrädern. 


Ä 


Fig.  8. 
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Es  mögen  drei  Zahnräder  Ä,  B,  C  in  Eingriff  stehen,  A  mit  B 
von  aussen,  B  mit  C  von  innen;  Ä  und  C  sollen  auf  der  gleichen 
Axe  sich  unabhängig  von  einander  bewegen.  Fig  9. 
(Fig.  9.)  Die  Radien  seien  bezw.  >\r^r.^,  so 
dass  »'s  =  »*i  -f"  ^*'-2  ^^^-  ^^  diß  Bewegung  des 
einen  dieser  drei  Räder  durch  die  Beweguntjen 
der  beiden  andern  vollständig  bestimmt  ist,  so 
folgt,  dass  die  Stellung  des  dritten  Rades  nur 
von  der  Endstellung  der  beiden  ersten  abhängt, 
nicht  aber  vom  Wege,  auf  dem  sie  herbeige- 
führt ist.  Man  denkt  sich  zuerst  die  drei  Räder 
fest  verbunden  und  dreht  sie  um  den  Winkel  ß 
im  positiven  Sinne,  wodurch  der  Mittelpunkt  N 
von  B  nach  P  gelangt.  Hält  man  dann  P  fest 
und  dreht  A  weiter  um  den  Winkel  a,  so  voll- 
zieht B  eine  Drehung  von  der  Grösse   y  = 7^  um  P,  und  C  dreht 


sich  um   ^  =  y  -^  = 


Im  Ganzen  hat  sich  also  gedreht 


A  um  ß  -\-  (c 


==  c. 


C  um  /3  -f  ö  =  /3  — 

'3 

daraus   folgt   der   Betrag   ß   der   Drehung   von   N   nach    P 


ß  = 


o  r  j  -\-  c  >•, 


Nimmt  man  n 


ß  = 


4rj,  so  ist  /g  =  9i\  und 
a-f  9c 


Fig.  10. 

C. 
B. 


10 


A 


P. 


A 


<X 


In  der  Selling'schen  Rechenmaschine  stehen 
nun  einige  solcher  Systeme  von  Planetenrädern 
von  gleichen  Dimensionen  nebeneinander,  tlie 
den  eben  gebrauchten  Bezeichnungen  ent- 
sprechend mit  Af^B^Q^,  A^B^C^-  ■  ■  bezeichnet 
seien  (Fig.  10).  Mit  den  Zahnrädern  AqA^A^--- 
stehen  die  Ziflferscheiben  Z^Z^Z^-  ■  ■  in  fester  '%        ^\        \ 

Verbindung,  die  selbst  wieder  mit  den  Axen 

P0P1P2  •  •  •  die  Zahnräder  BqB^B^  ■  •  •  tragen.  Diese  greifen  von 
innen  in  die  Räder  C'^C'g---  ein,  die  von  aussen  von  den  Längs- 
stangen SqSi  '  ■  ■  bethätigt  werden. 

Das  Rad  B^^  greift  in  ein  erstes,  festgehaltenes  Rad  A  ein.     Es 
mögen  nun  von  aussen  die  Räder  C^C^C.^---  um  die  Winkel  c^r^c^-- 
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gedreht  werden.     Da  Ä  festgehalten  ist,  bewegt  sich  Pq  und  die  mit 
ihm  verbundene  Scheibe  Z^  um  den  Winkel 

^0  —    10  ■ 

Weil  Zq  mit  Ä^  verbunden  ist,  dreht  sich  dies  um  den  Winkel  ß^. 
Daher  bewegen  sich  P^  und  die  Scheibe  Z^  um 

P„  +  9Ci  9  .9 


^1  ~    "  10     '  ~  lö  ^1  +   100  Co- 
oles ist  der  Drehungswinkel  von  Aj^,  aus  dem  der  von  P^  und  Z.^ 

a     _  ßi   +  9Ca   _  ^  I     ^        J L_ 

'^2  —         10         ~  10  ^2  i-  100  ^1  "T  1000  ^0 

folgt  u.  s.  "w.  Da  das  Winkelmaass  hier  gleichgiltig  ist,  können  wir 
bequem  annehmen,  die  ganze  Umdrehung  werde  mit  10  bezeichnet 
und  eine  Drehung  dann  durch  Decimalzahlen  gemessen.  Es  sei  die 
Eüirichtung  so  getroffen,  dass,  wenn  eine  Längsstange  sich  um  2^  cm 

verschiebt,    das    entsprechende    Rad    C   sich    um    den    Winkel   -^^  2) 

dreht  (in  dem  eben  angegebenen  Maasse  gemessen). 

Werden  dann  die   Stangen    8^8^82  ■•  ■  um  i>oi\i?2  *  '  '  Centimeter 
verschoben,  so  drehen  sich  die  Ziff'erscheiben 

Zq  um  Po, 

^1  wm  2h  +  jh 


10' 


Zo  um  i^ä  +  Xo  + 


100 


Trägt  jede  Zifferscheibe  eine  Theilung  in  10  Theile,  die  0,  1,  2,--- 9 
beziffert  sind  und  standen  vor  der  Verschiebung  die  bei  den  Scheiben 
stehenden  Zeiger  auf  Null,  so  wird  man  nachher  also  die  obigen 
Zahlen  ablesen.  Werden  nun  nach  Neueinstellung  des  Scheerensystems 
die  Stangen  SqSj^S^  ■  •  ■  um  an^,  an^,  an^,  •  •  •  verschoben  —  wozu  das 
System  zuerst  ausser  Eingriff  gesetzt,  neu  gekoppelt  und  dann  wieder 
zum  Eingreifen  gebracht  wird  —  so   drehen  sich  die   Zifferscheiben 

weiter  um  «n^,  an^  -\-  a  ~ ,   un^  -\-  a  ^j.  -\-  ti  t^,  •  •  •  und  es  hat  sich 

also  im  Ganzen  gedreht  von  Null  an 
Zq  um  2'o  +  «>*o> 
^1  um  2h  +  1^  +  «  ("1  +  f^, 
^.uni,,+fi  +  ^^  +  «(»,+|  +  ^), 


Theilstriche. 
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Setzt  man 

j)o  +  «»2  +  •%  =  ''2  +  10.93 


wo  die  ^o^'i'"«  •  •  •  zwischen  0  und  9  liegende  ganze  Zahlen  sind,  so  er 
gibt  sich  die  Drehung 

bei  Zq  =  »o  -f~  lOi**! 

bei  Z,  =  r,  +  10s,  +  Jj 

bei  Z,  =  .,  +  10..,  +  r.;  +  I;- 


und   man    liest    an    den    Zeigern   ab    die   Zahlen    ?o*'i^'2  '  '  ";   ^^^    ^'^ 
Ziffern  der  dekadisch  geschriebenen  Summe 

(•  .  .  p,  10'^  +  i;,  10  +  p,)  +  «(...  n,  W-  +  n,  10  +  n,). 

Bei  der  Subtraction  verfährt  man  gerade  umgekehrt,  wie  bei 
der  Addition. 

Die  Selling'sche  Maschine  erfordert  eine  sorgfältige  Arbeit  und 
ist  daher  theuer.  Sie  scheint  nicht  viele  Verbreitung  gefunden  zu 
haben.  Eine  Combination  eines  dem  Selling'schen  ähnlichen  Zähl- 
werkes mit  den  Leibniz-Thomas'schen  Walzenrädern  hat  Tschebyschetf 
in  seiner  Maschine  verwendet^),  von  der  aber,  wie  es  scheint,  nur 
ein  Exemplar  existirt. 


§  14.    Die  Steiger-Egli'sche  Rechenmascliine"). 

Während  die  eben  beschriebene  Maschine  im  Grunde  genommen 
auch  nur  eine  Additionsmaschine  ist,  bei  der  die  Multiplication  mit 
einer  Ziffer  nur  dadurch  vorgenommen  wird,  dass  die  Bewegung  eines 
Maschinentheiles  entsprechend  vergrössert  wird,  ist  die  in  neuester 
Zeit  erfundene  Maschine  von  Steiger  und  Egli  in  Zürich  eine  wirk- 
liche Multif)licationsmaschine,  indem  sie  immer  nur  dieselbe  Kurbel- 
bewegung erfordert,  welches  auch  der  einzifterige  Factor  sein  mag. 
Ihr  wesentlichster  Theil  ist  ein  bewegliches  Stück,  das  ich  als  den  Ein- 
maleins-Körper oder  kurz  als  den  Körper  E  bezeichnen  will.     Er  ist 


1)  D'Ocagne  gibt  in  Annal.  d.  Conservatoire  des  arts  et  m<^tiers,  2.  Seine, 
Bd.  5  eine  Beschreibung. 

2)  Die  Beschreibung  nach  Sossna,  Zeitsch.  f.  Vermessungswesen.    Band  28 
(1899),  Seite  G74tf. 
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in  der  nachstehenden  Figur  11  mit  E  bezeichnet.  Wenn  man  die 
Maschine  vor  sich  stehen  hat,  der  Zeichnung  entsprechend,  so  liegt 
der  Körper  auf  der  linken  Seite.  Er  besteht  aus  einer  vertical 
stehenden  quadratischen  Grundplatte  A,  die  in  100  kleine  Quadrate 
getheilt  ist.  Jede  horizontale  Reihe  von  Quadraten  en-tspricht  einer 
der  Zahlen  von  0 — 9,  so  dass  die  oberste  der  0,  die  unterste  der  9 
zugehört.  Und  jede  der  verticalen  Reihen  von  Quadraten  entspricht 
ebenfalls  einer  der  Zahlen  von  0 — 9,  so  dass  die  hinterste  der  0,  die 
vorderste  der  9  zugetheilt  ist.  In  jedem  der  100  kleinen  Quadrate 
ragen  aus  der  Grundplatte  zu  ihr  senkrecht  stehend  2  Stäbchen  her- 
vor, B.  Liegt  das  Quadrat  auf  der  der  Zahl  a  entsprechenden  Zeile 
und  gehört  sie  der  h  entsprechenden  Colonne  an,  so  denkt  man  sich 
das  Product  a  •  h  zerlegt  in  die  Einerziffer  q  und  die  Zehnerziffer  p, 
so    dass    ab  =  10p  -\-  q    ist.     Dann    ist  von    den    beiden    genannten 

Stäbchen  das  eine  p, 
^'^-  ^^  das    andre   q    Centi- 

^  meter  lang  gemacht. 
Also  z.  B.  die  fünfte 
Abtheilung  der  sie- 
benten Zeile  trägt, 
weil  5-7  =  35,  also 
p  ==  ^^  q  =  b  ist,  ein 
Stäbchen  von  3  und 
eines  von  5  Centi- 
meter  Länge.  Man 
kann  die  Stäbchen 
sonach  in  Einerstäb- 
chen undZehnerstäb- 
cUen  unterscheiden. 
In  der  Fig.  11  ist  die 
der  Zahl  7  entsprechende  Zeile  bezw.  das  Stäbchensystem  dargestellt.  Die 
beiden  zusammengehörigen  Stäbchen  sind  am  Fusse  durch  einen  starken 
Strich  verbunden.  Rechts  von  diesem  Körper  E  liegt  ein  System  C 
von  10  parallelen  Zahnstangen,  die  ebenfalls  den  Zahlen  von  0 — 9 
zugeordnet  sind,  die  in  der  Figur  an  den  linken  Enden  stehen.  Die 
Lage  der  Zahnstangen  ist  der  Art,  dass,  wenn  man  den  Körper  E 
nach  rechts  vei'schiebt,  entweder  die  Zehnerstäbchen  einer  Zeile  oder 
die  Einerstäbchen  derselben  Zeile  die  Zahnstangen  treffen  und  sie  nach 
rechts  schieben.  Über  diesen  Zahnstangen  liegt  ein  System  von 
Schlitzen  und  Schalträdern,  die  auf  vierkantigen  Axen  laufen,  wie  bei 
der  Leibniz'schen  Maschine,  und  wie  bei  dieser  tragen  diese  Axen 
Kegelräder,  welche  die  auf  einem  Wagen  liegenden  Zifferscheiben  be- 
thätigen.  In  der  Figur  ist  in  D  ein  solches  Schaltrad,  in  F  seine 
Axe  und  in  G  eines  der  Räder  zur  Bewegung  der  Zifferscheibe  an- 


-E3- 


-£3- 


<7 


-B3-J) 


r 
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gedeutet.  In  der  Figur  sind  die  Schalträder  von  rechts  nach  links 
mit  den  Zahnstangen  8,  4,  9,  3,  0,  0  in  Eingriff.  An  dem  Wagen 
ist  eine  Zehnerübertragung  angebracht,  die  durch  eine  besondere  Vor- 
richtung in  Thätigkeit  gesetzt  wird,  unabhängig  von  der  übrigen 
Maschine,  deren  Einrichtung  aber  bis  jetzt  mir  nicht  bekannt  geworden 
ist.  In  der  Ruhelage  einer  Kurbel  befinden  sich  die  linken  Enden 
der  Zahnstangen  in  einer  geraden  Linie,  die  9  Centimeter  von  der 
Grundplatte  Ä  von  E  entfernt  ist.  Durch  einen  besondem  Hebel 
wird  der  Körper  JE  so  viel  gehoben  oder  gesenkt,  dass  die  dem  ein- 
zifferigen  Factor  entsprechende  Zeile  den  Enden  der  Zahnstangen 
grade  gegenüb'er  steht.  Man  hat,  um  dies  hervor  zu  bringen,  den 
Hebel  nur  auf  die  betreifende  Zahl  einer  Scala  zu  schieben.  Es 
stehen  dann  die  Einerstäbchen  den  Zahnstangen  gegenüber.  In  der 
Figur  ist  die  dem  Factor  7  entsprechende  Stellung  gezeichnet.  Macht 
man  nun  ^4  Umdrehung  der  Kurbel,  so  wird  in  Folge  der  Abmessung 
der  Maschinentheile  der  Körper  E  um  9  Centimeter  nach  rechts  ge- 
schoben. Wenn  also  einer  Zahnstange  ein  Einerstäbchen  von  der 
Länge  q  gegenüber  stand,  so  wird  nach  Beendigung  der  Bewegung 
die  Zahnstange  um  q  Centimeter  sich  nach  rechts  bewegt  haben.  Die 
Abmessungen  der  Zahnstangen  und  der  Übertragungsräder  sind  weiter 
so  getrofi'en,  dass  dieser  Bewegung  der  Zahnstange  eine  Drehung 
einer  mit  ihr  durch  ein  Schaltrad  in  Verbindung  stehenden  Ziffer- 
scheibe  um  q  Einheiten  entspricht.  Gesetzt,  es  hätten  sich  vor  Beginn 
der  Bewegung  in  den  Schaulöchern  die  Zifi'ern  ^oC^fg^^s  ^-  ^-  """•  ^^' 
funden,  wobei  diese  Ziffern  der  Reihe  nach  die  Ziffern  nullten, 
ersten,  zweiten  u.  s.  w.  Ranges  einer  dekadischen  Zahl  l  vorstellen 
sollen.  Es  sei  zu  dieser  Zahl  das  Product  mn  zu  addiren,  wobei  n 
eine  Ziffer  ist.  Die  Ziffern  der  Zahl  m  nach  aufsteigendem  Range 
geordnet  seien  in^,  m^,  m^,  m.^  u.  s.  w.,  es  sei  ferner 

nniQ  =  10  «j  -|-  Ijq 

nm^  =  10 «2  -|-  &j 

MW2  ==  10  r/3  -f-  h^ 

nm^  =  IO04  -|-  63 


Durch  Stellung  des  Hebels  auf  die  Zahl  n  wird  der  Körper  E  in 
eine  solche  Lage  gebracht,  dass  die  Einerstäbchen  der  n*''"  Zeile  den 
Zahnstangen  gegenüber  stehen.  Mit  Hilfe  der  Schlitze  werden  die 
Schalträder  so  gestellt,  wie  bei  der  Leil)niz'schen  Maschine,  dass  sie 
den  Zahlen  »Wq,  m^,  m<^,  1»^  u.  s.  w.  entsprechen,  wodurch  sie  in 
die  wij)*",  Wj*^,  ^2*^  •  •  •  Zahnstange  eingreifen. 

Das    erste   Schaltrad    greift    in    die    w?^*®   Zahnstange    ein;    dieser 
steht  das  Einerstäbchen  der  Wy**'"  Abtheilung  gegenüber,  dessen  Länge 
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&o  ist.  Es  wird  also  bei  einer  Vierteldrehung  der  Kurbel  diese 
Zahnstange  um  h^  verschoben  und  die  erste  Zifferscheibe  um  Iiq 
Ziffern  gedreht.  Das  zweite  Schaltrad  greift  in  die  w?^**'  Ziffer- 
scheibe ein,  daher  die  zweite  Ziff'erscheibe  in  ähnlicher  Weise  um 
&i  Ziffern  gedreht  wird  u.  s.  w.  Man  kann  auch  sagen  durch  diese 
erste    y^  Umdrehung    wird    zu     der     dekadisch     geschriebeneu     Zahl 

•  •  ■  c^c^c^Cq  die  ebenfalls  dekadisch  geschriebene  Zahl  •  •  •  l'^h^h^ 
addirt.  Die  Einrichtung  der  Maschine  ist  so  getroffen,  dass  bei  dieser 
Addition  die  Zehnerübertragungen  nur  vorbereitet  werden.  Dreht 
man  nun  die  Kurbel  um  y^  Umdrehung  weiter,  so  wird  der  Wagen 
von  den  Ubertragungsrädern  getrennt,  die  vorbereitete  Zehnerüber- 
tragung ausgefühi-t,  dann  der  Wagen  eine  Stelle  weiter  nach  rechts 
geschoben.  Während  dies  geschieht  gehen  gleichzeitig  der  Körper  E 
und  die  Zahnstangen  auf  ihre  ursjDrüngliche  Lage  zurück,  und  der 
Körper  E  wird  von  vorn  nach  hinten  so  verschoben,  dass,  wenn  die 
zweite  y^  Umdrehung  zu  Ende  ist,  nun  die  Zehnerstäbchen  den  Zahn- 
stangen gegenüberstehen,  nicht  mehr  wie  vorher  die  Einerstäbchen. 
Auch  ist  der,  wie  vorhin  erwähnt,  verschobene  Wagen  wieder  in  Ein- 
griff mit  den  Ubertragungsrädern  gebracht.  Dreht  man  die  Kurbel 
nun  weiter,  so  wiederholt  sich  beim  dritten  und  beim  vierten  Viertel 
der  Umdrehung  das  eben  beschriebene  Spiel  nochmals,  nur  dass  jetzt 
die  Zehnerstäbchen  die  Zahnstangen  bewegen,  so  dass  zu  der  in  den 
Schaulöchern  stehenden  Zahl  nun  die  Zahl  •  •  •  cucL^a^Q  addii-t  wird. 
Im  ganzen  stellt  also  die  nach  einer  ganzen  Umdrehung  der  Kurbel 
in  den  Schaulöchern   stehende  Zahl  die  Summe   der  Zahlen  •  •  •  c^c^c^ 

•  •  ■  a^a^ttj^O  und  •  •  •  h^^^^i,  d.  h.  l  -\-  mn  vor. 

Gesetzt,  es  sei  das  Product  7  mal  3948  zu  bilden  und  zu  5267 
zu  addiren,  so  stellt  man  die  Schalträder  in  den  vier  äussersten  Schlitzen 
rechts  auf  die  Zahlen  8  •  4  •  9  •  3  ein  (vgl.  Fig.  11,  wo  die  Einer- 
stäbchen den  Zahnstangen  gegenüberstehen).  Man  stellt  den  andern 
Hebel  auf  7,  wodurch  die  siebente  Zeile  des  Körpei's  E  den  Zahn- 
stangen gegenübersteht.  Die  Stäbchen  dieser  Zeilen  und  die  Stellung 
der  Räder  sind  in  der  Figur  dargestellt.  Die  übrigen  Schalträder 
stehen  alle  auf  0. 


Viertes   Kapitel. 
Die  Division. 

§  15.    Die  Aufgabe  der  Division. 

Bei  der  Division  handelt  es  sich  meistens  darum^  den  Quotienten 
a/h  von  zwei  positiven  Zahlen,  von  denen  h  als  ganz  angesehen 
vrerden  kann,  in  einen  Decimalbruch  zu  entwickeln.  Ist  g  die  Grund- 
zahl des  Systems,  so  sind  dann  die  Ziffern  Cq  C\  C.2  ■  ■  •  so  zu  finden, 
dass 

(1)  a  =  h{C,f  +  C,g^-^  +  C,f-'  +  •  •  •) 

ist,  wo  V  eine  passend  bestimmte  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
ist.     Die  aus  den  ersten  9  +  1  Ziffern  gebildete  ganze  Zahl 

C,g'^  +  C,g'^'-'  +  ---  +  C, 

sei  mit  D,j  bezeichnet.  Ersetzt  man  nun  den  unendlichen  Decimal- 
bruch durch  den  endlichen  Z), —  ^g",  "^0  a  ganz,  positiv  oder  negativ, 
und  V  —  a  ^  sein  soll,  so  tritt  an  Stelle  von  Gleichung  (1)  die 

a=  hD,^ag"  +  B^'-<'\ 
wo  der  Rest 

^  0,  aber,  weil  die  C ^g  —  1  und  nicht  alle  =  g  —  1  angenommen 
werden  können,  <  bg"  ist.  Die  ganze  Zahl  !),.-«  und  der  Rest 
j^c»-— «)   gj-fißiejj  also,  für  Q  und  R  gesetzt,  die  Gleichung 

(2)  a  =  hQg"  +  B 

und  die  Ungleichungen  J2  >  0,  <  hg".  Gäbe  es  eine  zweite  ganze  Zahl 
Q'  und  einen  Rest  JR',  der  ^  0  und  <  hg"  wäre  und  die  ebenfalls 
(2)  genügten,  so  wäre 

bg"\Q-Q'\  =  \R-R'l 
was  unmöglich  ist,  weil  die  Zahl  links  !^  hg",  die  rechts  <  hg"  ist. 

Lüroth,  numerischee  Bechnen.  3 
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Wenn  mau  also  die  Gleichung  (2)  auf  die  angegebene  Weise 
erfüllt,  so  geben  die  Ziffern  von  Q  die  v  —  cc  -{-  1  ersten  Ziffern 
des  Decimalbrucbes  a/h.  Die  Bedingung  R  <  hg"  kommt  auf  die 
hinaus,  dass 

(3)  a-hiQ+l)g"<0 

sein  muss. 

Würde  sieb  für  eine  ganze  Zahl  Q  der  Rest  i?  <  0  ergeben,  so 
wäre  Q~;>  Dy—a,  dagegen  wäre  Q  <.  Dv—a,  wenn  der  zugehörige  Rest 
^  hg"  wäre. 

Der  Decimalbruch  D^-ag"  heisse  Quotient  vom  Range  a. 
Wir  werden  auch  der  Kürze  halber  sagen :  Q  ist  ein  richtiger  Quotient, 
wenn  der  Gleichung  (2)   entsprechend  a  —  h  Qg"  ^  0  aber  <  hg"  ist. 


§  16.    Die  gewöhnliche  Methode. 

Zur  Auffindung  von  Q  und  R  sei,   in   einer   allgemeineren  Auf- 
fassung als  gewöhnlich, 

wo  die  ganzen  Zahlen  p,g,r  •  •  •  an  Grösse  abnehmen,  und  aQ,a^,a2,  •  •  •  ganze 
Zahlen  sind,  und  zwar  «^  von  p  —  q  Ziffern,  %  von  q  —  r  Ziffern 
u.  s.  w.,  während  die  Zifferzahl  von  a^  nicht  beschränkt  ist. 

Nun  seien  die  ganzen    positiven  Zahlen  Uq  und  /S^  so   bestimmt, 
dass 

(1)  a,  =  a,h  +  ß,,        0£ß,£h-l- 

Dann  wird,  wenn  man 

a  —  ciohgP  =  Rq 
setzt, 

-Ko  =  {ßof/"-'  +  (h)9'  +  «25''"  H • 

Weiter  seien   die  positiven  ganzen    Zahlen   u^   und  ß^  bestimmt 
durch  die  Gleichung  und  Ungleichung 

(2)  ßo9'-' +  (^1  =  <^i^  +  ßi,         0£ß,^h-l. 
Mit 

folgt  dann 

Ri  -=  (ßi9'-''  +  %)r  +  a,9'  -\ • 

Jetzt  bestimmt  man  die  natürlichen  Zahlen  a^  und  ß^  gemäss 

(3)  ß.g^-'- +  a,  =  a,h -\- ß„         0<ß,£h  —  l 
und  hat  dann 

R,  =  R,  —  a,hg-  =  {ß,g--^  +  a,)g^  -\ , 

und  so  kann  man  weiter  gehen. 
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Da  a^  aus  p  —  q  Ziffern  bestehen  soll,  ist  die  Ziffer  höchsten 
Ranges  vom  Range  j; —  q  —  1,  die  niedrigsten  Ranges  in  /3(,^^~*  ist 
vom  Range  p —  q]  daher  bildet  man  ßo9''~'^'  -{-  (^i,  indem  man  an 
die  Ziffern  von  /3(,  die  von  a^  anhängt.  Ebenso  bildet  man  ßig''~''  -\-  a^ 
durch  Anhängen  von  a^  an  die  Ziffern  von  ß^  u.  s.  w.  Man  erhält 
nun  successive 

a  =  a^bgP  +  Bq 

=  (c<,gP  +  a.g")!)  +  R, 

=  {cc.g"  +  «i^v  -I-  a,g'-)h  +  B, 


Da  a^,  «2 j  ^3  ■  ■  ■  ^us  P  —  ^}  5  —  *";  *'  —  s  ■  ■  ■  Ziffern  bestehen,  sind  sie 
bezw.  ^^^-s — 'i-,  g^~'' — 1,  i?''""— 1,  •  •  • 
daher  ist 

Ro<(b-  l)gp  +  ((7^-'-  1)^'  +  (9'-'--  1)^'-  +  •  •  • 
^  bgp  —  g"-'  <  bgp, 

also  a^gP  und  Bq  der  richtige  Quotient  und  Rest  vom  Range  jj. 
Ähnlich  folgt 

B,£{b-  i)g^  +  (g^-'--  l)g''  +  ig'--'-  Dg'  +  •  •  • 

^b^  —  g^<  bg''. 

Das  beweist,  dass  a^^^  -\-  u^gft  der  Quotient  und  B^  der  Rest  vom 
Range  q  ist,  u.  s.  w.     Da  ßo^b  —  1,  ist 

«i&  +  ^1  ^  (?>  -  1)^^-*  +  (gp-'~- 1)  =  &5*'-*—  1, 

daher  wird  a^  höchstens  mit  p  —  q  Ziffern  geschrieben  und  a^^P  -f~  "i^ 
ist  ohne  weiteres  eine  dekadisch  geschriebene  Zahl;  das  Gleiche  gilt 
dann  von  a^gP  -\-  a^g'i  -\-  a^g''  u.  s.  w. 

Bei  der  gewöhnlichen  Division  hat  a^  ebenso  viele  Ziffern  wie  b 
oder  höchstens  eine  mehr;  f/^,  a.,---  dagegen  sind  einzifferig,  daher 
auch  «Q,  ßj,  «2  •  ■  •  einzifferig  sind;  die  zur  Bildung  von  ß^  =  a^  —  aQb, 
ßi  =  ßog^~^ -\- 0,1  —  «!&  u.  s.  w.  nöthige  Multiplication  von  b  mit 
cfo,«^  u.  s.  w.  und  Subtraction  kann  man  dann  in  einer  Operation  im 
Kopf  machen.  Doch  ist  dies  bei  längeren  Rechnungen  ermüdend  und 
man  thut  besser,  die  «„&,  a^t,  •  •  •  anzuschreiben.  Oder  man  kann, 
nach  einem  Vorschlag,  den  im  Journal  f.  reine  u.  angew.  Mathematik 
(Grelle)  Bd.  13,  Seite  209 ff.  Grelle  gemacht  hat,  gleichzeitig  mit  b 
und  dessen  dekadischer  Ergänzung  rechnen.  Ist  nämlich  10"  die 
Potenz  von  10,  die  h  gerade  übertrifft,  so  kann  mau  die  Gleichung  (1) 
schreiben 

a.  +  ilO"— b)a,=  10"  a,-\-ß„ 

wobei   die  linke   Seite   durch   eine    Operation   gebildet   werden  kann. 

3* 
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Da  h  höchstens  n  Ziffern  hat,  gilt  das  Gleiche  von  /3o  und  in 
10«  «Q  -f-  /3o  sind  also  die  Ziffern  n^^"^  und  höheren  Ranges  die 
Ziffern  von  a^.  Diese  hat  man  fortzulassen,  um  ßQ  zu  erhalten. 
Ähnlich  verfährt  man  bei  den  Gleichungen  (2),  (3),  •  •  •.  Die  Zahlen 
Kjj,  «j,  «2,  •  •  •  werden  also  hier  gefunden  durch  Yergleichung  von  a^^, 
^^  _|_  ßf^gP—^  u.  s.  w.  mit  1),  bei  der  Berechnung  der  Reste  aber  ver- 
wendet man  die  dekadische  Ergänzung.  Hat  man  eine  Tafel  der 
Vielfachen  der  Ergänzung,  so  kann  man  mit  ihr  allein  rechnen,  in- 
dem man  in  der  obigen  Gleichung  a^  so  bestimmt,  dass  die  linke 
Seite  in  den  Ziffern  w*®''  und  höheren  Ranges  die  Ziffern  von  a^  zeigt. 
Diese  Rechnung  ist  besonders  vortheilhaft,  wenn  die  dekadische  Er- 
gänzung klein  ist.  Es  sei  z.  B.  zu  dividiren  374389  durch  977. 
Dann  steht  die  Rechnung  wie  folgt 

374389  :  977  =  383 
69  23 

(3)8128 
184 


(8)3129 
69 


(3)198 

so  dass  der  Quotient  383  und  der  Rest  198  ist.  Die  fortzulassenden 
Ziffern  sind  dabei  eingeklammert. 

Beim  Dividiren  kann  die  Unannehmlichkeit  entstehen,  dass  man 
eine  der  Zahlen  UqK^^  •  ■  -  zu  gross  genommen  hat  und  die  betreffende 
Rechnung  dann  wiederholen  muss.  Man  kann  dies  vermeiden,  wenn 
man  sich  eine  kleine  Tafel  der  Vielfachen  1-h,  2  -h,  •  •  ■  9  -h  auf- 
stellt, oder  Rechenstäbchen  benutzt.  Der  mathematisch  gebildete 
Rechner  kann  aber  mit  einer  zu  hohen  Quotientenziffer  weiter  rechnen. 
Er  bekommt  zwar  dann  als  nächste  Quotientenziffern  eine  oder  mehrere 
negative  Zahlen,  vielleicht  sogar  einen  negativen  Rest,  aber  am 
Schlüsse  der  Rechnung  kann  er  diese  Unregelmässigkeit  wieder  rück- 
gängig  machen. 

Die  Divisionen  in  der  gewöhnlichen  Anordnung  nehmen  viel 
Platz  in  verticalem  Sinne  weg,  indem  sie  sich  von  links  oben  schräg 
nach  unten  rechts  lang  hinstrecken.  Die  Rechnung  sieht  compen- 
diöser  aus,  wenn  man  die  Zahlen  statt  horizontal,  vertical  schreibt, 
so  dass  die  Ziffern  höchsten  Ranges  oben,  die  niedrigsten  Ranges 
unten  stehen. 

Hier  steht  dieselbe  Rechnung  in  beiden  Schreibweisen.  Bei  der 
zweiten  sind  auch  negative  Ziffern  angewandt,  die  durch  Überstreichen 
gekennzeichnet  sind. 
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7263835  :  539 
539 

1873 
1617 


=  13476 


2568 
2156 

4123 
3773 


3505 
3234 

271 


13   5   2   4 

75ill| 

23^86  22  __ 
69|7156|11|_ 
3  •  37,69  30  22 
8  •  •  •  85137  11 

3 38J15 

5 56 


Links  haben  wir  den  Quotienten  13476  und  den  Rest  271.  Rechts 
wurde  bei  der  dritten  Ziffer  5  statt  4  genommen,  daher  der  Rest 
133  =  —  127,  aus  dem  durch  Hinzunehmen  von  3  wird  l333  = 
—  1267,  daher  die  Quotientenziffer  —  2  u.  s.  w.  Der  volle  Quotient 
ist  13524  =  13476  und  der  Rest  wie  links  271. 

Man  kann  auch,  wenn  man  die  Multipücation  des  Divisors  mit 
der  Quotientenziffer  und  die  Subtraction  gleichzeitig  macht,  die  Reste 
staffeiförmig  schräg  von  unten  nach  oben  schreiben.  Dann  wird  die 
Rechnung  so  sich  darstellen: 

7263835  :  539  =  13476 
76201 
85157 
12432 


13476 

wobei  man  den  Quotienten  unten  hinschreiben  kann,  wenn  man  an 
ihn  vielleicht  eine  neue  Division  anzuknüpfen  hat.  Unter  der  Einer- 
ziffer des  Dividenden  steht  dann  die  Ziffer  nullten  Ranges  des 
Quotienten. 

Ist  der  Divisor  h  nur  zwei-  oder  dreizifferig,  und  hat  man  Rechen- 
tafeln zur  Disposition,  so  wird  man  je  nach  deren  Umfang  die  Zahlen 
ai,a.2,  ■  '  •  zwei-  oder  dreizifferig  wählen  und  a^  vier-  bis  sechszifferig. 
Mit  den  Crelle'schen  Rechentafeln  z.  B.  findet  man  auf  der  Seite  der 
Vielfachen  von  539  sofort,  dass  134  •  539  =  72226,  und  76  •  539  = 
40964  ist,  womit  man  die  nachstehende  Rechnung  hat. 

7263835 
72226 

41235 
40964 

271 
Man  findet  dann  a^a^  •  '  ■  direct  zwei-  oder  dreizifferig. 
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§  17.    Die  FoTiriersclie  Divisionsmethode, 

Bei  der  eben  dargestellten  gewöhnlichen  Divisionsmethode  operirt 
man  stets  mit  dem  ganzen  Divisor  gegen  einzelne  Zifferngruppen  des 
Dividendus.  Daher  kommt,  wenn  der  Divisor  vielzifferig  ist,  die  Müh- 
seligkeit der  Rechnung.  Fourier  hat  das  folgende  Verfahren  gelehrt, 
bei  dem  nur  mit  wenigen  Ziffern  des  Divisors  gerechnet  wird^). 

Es  sei 

a  =  a^(f-''--{-a,gi'-''-^+  a^y-''-'-^ 

durch 

&  =  hff-'-  +  \(ß-''-'+  hd'-"-'^ — 

zu  dividiren.  Dabei  sei  &o  eine  Gruppe  von  beliebig  vielen,  x  -f-  1, 
Ziffern,  so  dass  die  höchste  Ziffer  in  h  vom  Range  q  ist,  Qq  so  ge- 
wählt, dass  aJhQ^  1  aber  <  (/  ist,  cij^a^  •  •  •,  ^1^2 ''  '  dagegen  seien 
Ziffern.  Die  Zeichen  p,  q  sollen  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Wir 
wollen  der  bequemeren  Schreibweise  wegen  annehmen,  die  Reihen 
für  a  und  h  erstreckten  sich  ins  Unendliche,  obwohl  sie  endliche 
Ausdrücke  sind.  Beim  wirklichen  Rechnen  müssen  dann  solche  a 
oder  h,  deren  Indices  eine  gewisse  Grösse  überschreiten,  sämmtlich 
gleich  Null  genommen  werden. 
Es  sei  nun 

(1)  a/h  =  c=  C,gp-^  +  C,gP-^^-'  +  C,(,p-^-'  +  •  •  -, 

wo  die  G  positive  Ziffern  sein  sollen  und  es  werde 

Co9^  +  C\9^-'  +  C^g^-'  +  •  •  •  +  C,  =  D,, 
gesetzt. 

Eine  Methode,  um  die  Gleichung  (1)  zu  erfüllen,  besteht  darin, 

dass    man    die    Coefficienten   gleicher    Potenzen    von  —  =  y  einander 
gleichsetzt.     Die  so  entstehenden  Gleichungen 

«0  =  KCq 


lassen  sich  aber  durch  Ziffern  für  QC^  •  •  •  im  Allgemeinen  nicht  er- 
füllen, sondern  man  muss  sich  begnügen,  ganze  Zahlen  CqC^C2  •  •  • 
und  rQr^r2  •  •  •  zu  finden,  so  dass 

«1  =  ^0^1   +  ^l^'o  +  ^'l 


1)  Analyse  des  equations  determinees,  Paris  1831,  Seite  187  fF. 
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ist.    Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber,  Convergenz  der  vorkommenden 
Reihen  angenommen,  die  Gleichung 

('o  +  «1^  +  ^2^  -\ =  (^0  +  ^7  H )(^o  -\-  c,y  -\ ) 

+  '0  +  ^17  +  ^'2f-\ 

Um    die    Reihe    r^  +  ''i^  ~h  ^'sJ'"  "  "  '    fortzuschafifen,    muss    man    die 
vorigen  Gleichungen  ersetzen  durch  die  folgenden 

«0  =  ^0^0  +  'o 

(2)  ^0^  +  f'i  =  Vi  +  ^^o  +  *"i 


allgemein 

(3)  rn-ig  +  (tn  =  hCn  +  hiCn-i  H h  ^'"Cq  +  **«• 

Wenn  man  aus  ihnen  der  Reihe  nach  Cq,  r^-  q,  r^;  c^,  ^g-,  •  •  • 
bestimmt,  so  folgt  in  der  That,  unter  gewissen  Voraussetzungen,  die 
sofort  angegeben  werden  sollen, 

«o  +  «ir  +  «2r^  +  ---  =  ('^o  +  ^r  +  ?^2r  +  ---)(^o+  qr  +  ^2r +  •••)• 

Die  Zahlen  CqC^c^  •  ■  •  sollen  die  Theilquotienten,  die  r^r^r^--- 
die  Theilreste  heissen. 

Multiplicirt  man  (3)  mit  y"  und  summirt  von  n  =  0  bis  n  =^  ^  und 
lässt  dann  ^  ins  Unendliche  wachsen,  so  folgt,  wenn  die  unbedingte 
Convergenz  von  ^cxy^  vorausgesetzt  wird,  nach  dem  Multiplications- 
satze  für  Reihen 

2  a^y-  =  i^^^Y^)  (^C/7^)  +  lim  ^^-y'* 

0  0  0 

also,  wenn  die  /•„  unter  einer  festen  Grenze  bleiben, 

CO 

Q 
Die  unbedingte  Convergenz  der  Reihe  ^Ci  y^-  lässt  sich  erweisen  und  die 
r^i  bleiben  unter  einer  festen  Grenze,  wenn  man  z.  B.  festsetzt,  diese 
Theilreste  seien  positiv,  aber  <  &„  —  1  genommen.  Dann  bestimmen 
sich  die  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  CqC^c^  ■  ■  •  aus  den 
Gleichungen 

«0  =  ^o^'o  +  ^0 
>-o5'  +  «i  —KCo  =  h(^i  +  >"i 

(4)  )\g  +  a.,  —  h^CQ  —  h,c,  =  h^c^  -\-  r^ 

durch  Division  der  linken  Seiten  mit  />„. 


40  Viertes  Kapitel.  [§  17. 

Diese  linken  Seite  mögen  die  corrigirten  Theilreste  heissen 
und  r^,  7\,  r^  •  ■  •  gesetzt  werden,  so  dass 

rü-l  =  rn-\(J  +  ««  ^'iCq  —  hn-lCi  —  • hCn-l 

ist, 

(5)  hnCo  +  hn-lCi  + 1-  hCn-1 

heisse  die  Correction. 

Da  %  eine  Ziifer  ist,  findet  man  g  ■  r^  +  ^u  indem  man  an  die 
Ziffern  von  r^  rechts  a^  anhängt,  oder  indem  man,  wie  man  sagt,  a^ 
„herunternimmt".  Ebenso  werden  gr^-\-a^,  gr^-\- a^,- •  ■  grn-i-^- an 
gebildet. 

Bezeichnet  man  wie  üblich  den  absoluten  Werth  einer  Zahl  A 
mit  \A\,  so  folgt  aus 

'boCa  =^  Ct'n  +  grn-1  &«Co  &n-lCl • hCn-l  —  Tn 

h  \c„\<On+g\  r.n-1 1  +  hnCo  +  h^-i  \ci\-\ h  ^1 1  c«-i  I  +  k«i; 

da  aber  die  r  ^  &o  —  1,  und  a„  sowie  die  &i,&2,  •  •  •  ^n  kleiner  oder  gleich 
g  —  1   sind,  so  folgt  weiter 

ho\cn\<g-i  +  g{h-^)  +  {g-^)ico  +  \cr\  +  \c,\-\-----\-\cn-i\) 

+  h-l. 

Setzt  man 

(6)  Ä+^=.,  ^-^  =  ^, 

so  schreibt  sich  diese  Ungleichung 

(7)  |c„|<a  +  /3(co  +  |ci|  +  |c2H hkn_i|). 

Es  ist 

\cr\<a-\-ßCo,  \c,\<a  +  ßco-{-ß\c^\<{a-\-ßco){l-\-ß), 

und  so  kommt  man  zur  Annahme,  es  sei 

■(8)  I  c,  1<  («  +  ßco)il  +  ßf-'  für  A  =  1,  2,  3  •  •  •  »^-  1; 

dann  folgt  aus  (7) 

\Cn\<a  +  ßco-{-  (a  -{-  ßco)ß{l  -\-  (1  -{-  ß)  +  ■  ■  ■  +  {1  +  ßy-'} 

<(a  +  /3co)(i  +  a  +  /3r-^-i) 

<(«^-/3co)(l+/3)«-^ 
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so  dass  die  Formel  (8)  für  jedes  k  gilt.     Daher  ist  weiter  die  Reihe 
^|c„|y"  convergent,  wenn     -[^Z a"    ^{^  +  ßY?""  convergent,    also 
<  1  +  /3)y  <  1  i«^^-     Dies  verlangt  ß<g—l  also  \  >  1,  d.  h.  >  2. 
Die  folgende  Tabelle  gibt  für  einige  Werthe  von  Iq   den  Werth 

von  (1  -\-  ß)y 

ho  =  2  10  100  1000 

(l^  ß)y  =  0,Db  0,19  0,109  0,1009. 

Man  sieht  also,  dass,   wenn  h^  >  100   ist,   die   Reihe   convergirt 

etwa  wie   eine   geometrische   Reihe  vom   Quotienten  — ,  also  wie  ein 

Decimalbruch.  Dies  ist  der  Grund,  weshalb  Iq  nicht  zu  klein  ge- 
nommen werden  darf.  Statt  der  Bedingung  r^  ^  0  und  <  ^q  —  1  führt 
man  besser  eine  andere  ein.  Bevor  gezeigt  wird  wie  dies  geschehen 
kann,  sollen  zuerst  Beispiele  für  den  Gang  der  Rechnung  gegeben 
und  die  Berechnung  des  Restes  vorausgeschickt  werden. 


§  18.    Die  Ausführung  der  Rechnung.     Beispiel. 

Bei  der  Ausführung  der  geschilderten  Operation  wählt  man  den 
Theildivisor  h^  nicht  zu  klein,  aber  nur  wenigzifferig.  Der  corrigirte 
Theilrest  r„'_i  wird  gebildet,  indem  man  an  die  Ziffern  von  r„_i 
rechts  die  Ziffer  a„  anhängt  und  von  der  so  entstehenden  Zahl  die 
Correction 

abzieht.  Diese  Correctionen  berechnet  man,  indem  man  die  c^CiC^---, 
so  wie  sie  sich  nach  und  nach  ergeben,  aber  in  umgekehrter  Reihen- 
folge auf  einen  Streifen  schreibt,  also  so 


Cg  Cj  Cq 


und  diesen  Streifen  über  der  Zahlenreihe  h^h^\  •  ■  ■  entlang  schiebt,  oder 
die  \l>^\  ■  ■  •  umgekehrt  geschrieben 


hW 


an  der  Reihe  c^CjCg  •  •  •  entlang  schiebt,  jeweils  zwei  unterein- 
ander stehende  Zahlen  multiplicirt  und  die  Producte  addirt  (nach  der 
Regel,  die  in  §  7  angegeben  ist). 
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Soll  z.  B.  32784  durch  1001829  getheilt  werden,  so  nehme  man 
&o  =  100  und  dann  steht  die  Rechnung  so: 

32784  :  100|1829  =  327241475. 
300 

r,  •••278 
Correction     3  =  3^1 

r;  • • . 275 
200 

r^ 754 

Corr.  •  •  •_26  =  3.8  +  1-2 

/•/••••  728 
700 

r^  •■■■    280 
Corr.  •  •  .  ^9  =  3^2  +  2-8  +  7^1 

<••••    251 


200 

51( 
Corr.  •  •  •  •      89  =  3^9  +  2-2  +  7^8  +  2-l 

421 
400 


rg 510 


rs 421 


Corr. 52  =  2^9  +  7-2  +  2^8  +  4-l 

r/ ~158 

100 

r-^ 580 

Corr. 100=  7-9  +  2^2  +  4-8  +  ll 

/•/ ~48Ö 

400 

rg 800 

Corr. 38  =  2^9  +  4-2+l-8  +  4^1 

r^' 762 

700 

>-7 620 

Corr. __77  =  4^9  +  l-2  +  4-8  +  7.1 

;•/ 543 

Die  hier  neben  >'o,>'i}>'2) '  "  "  stehenden  Zahlen,  wie  z.  B.  278  bei 
Tq,  sind  nicht  die  Theilreste  selbst,  sondern  bezw.  r^g  -f-  a^,  t\g  +  Og,  •  •  •, 
indem  z.  B.  r^  "=  21 ,  a^  =  8  ist. 

Es  wird  sich  zeigen  dass  der  Quotient,  in  dem  das  Decimalkomma 
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noch  an  die  richtige  Stelle  zu  setzen  ist,  bis  auf  die  letzte  Stelle 
trenau  ist,  so  dass  der  genaue  Quotient  zwischen  327241475  und 
;'»27241476  liegt.  Man  kann  aber  auch  so  rechnen,  dass  man  b^  =  10 
nimmt.  Dann  hat  man  die  folgende  Rechnung,  in  der  negative  Zahlen 
benutzt  sind: 

32784  :  10|01829  =327258535 
30 

ro  .  •  •  27 
Correction  0  =  0-3 

ro'.-.~27 
20 

r,  •  •  •      78 
Corr.  •  •  •    _3^=  1  •  3  +  0  •  2 

r/- ■ •      75 
70 

r,--      54 
Corr.  •  •  •  •      26  =  8  •  3  +  1  •  2  +  0  •  7 

r,'-  ■■■        28 
20 

rg 80 

Corr. 29  =  2-34-8-2  +  1-7+0-2 

h 51 

50 

>\ 10 

Corr. 89  =  9-3  +  2-2  +  8-7  +  1.2  +  0-5 

>•; —  79 

—  80_ 

r, 10 

Corr. 53  =  9-2  +  2-7  +  8-2  +  1. 5  +  0-8 

r,' -  43 

—  50_ 

>-6 70 

Corr. 99=  9-7  +  2-2  +  8-5+1-8  +  0-5 

h -  29 

—  30_ 

r, 10 

Corr. —  41  =  9-2  +  2-5  +  8. 8  +  1-54-0-3 

/•/ 51 

50 

n 10 
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Auch  hier  gilt  von  den  Zeichen  r^jT^^r^,  •  •  •  das  vorhin  Bemerkte. 
Der  Quotient  ist  in  gewöhnlicher  Weise  geschrieben  327241475  und 
stimmt  rait  dem  vorhin  gefundenen  überein. 

Als  ein  weiteres  Beispiel  sei  die  gewöhnlich  mit  q"  bezeichnete 
Zahl  berechnet,  die  den  Centriwinkel  in  Secunden  angibt,  dessen  Bogen 

dem  Radius  gleich  ist,  und  die  sich  =  - — —  findet.    Es  soUe  q"  auf 

16  Ziffern  berechnet  werden.  Es  wird  sich  später  zeigen,  dass  man 
dazu  7t  mit  15  Decimalen,  also  =3,141592  653  589  793  verwenden 
muss.  Setzt  man  &„  =  314,  so  hat  man  die  folgende  Rechnung,  in 
der,  um  Platz  zu  sparen,  die  Reste  um  eine  Stelle  nach  links  ge- 
rückt sind. 

648  :  314 11592653589793  =  206264,8062470963 

628 


1 


i 


200 
2 


1980 
10 

1970 

1884 

860 
24 

836 
628 

2080 
36 

2044 

1884 

1600 

82 

1518 
1256 

2620 


r-. 


.  2620 

74 

ho  • 

•  •  2254 

2198 

•  2546 
2512 

hl  ■  ■ 

•  560 

227 

■  340 

128 

rn-- 

•  3330 
269 

•2120 
140 

h2-  • 

•  3061 

2826 

•  1980 

1884 

hz  • 

•  •  2350 
316 

•  960 
166 

hz-  ■ 

•  2034 

1884 

■  794 

628 

hi    • 

•  •  1500 
295 

•  1660 
156 

hi    • 

•  •  1205 
942 

•  1504 
1256 

hö    ■ 

•  ■  2630 
372 

•2480 
226 

h6    ■ 

•  •  2258 

r,^'-  ■  ■  2254 

Dabei  ist,  weil  die  zweite  Ziffer  des  Quotienten  Null  ist,   die  Rech- 
nung, die  an  r^  =198  anknüpft  und  ausführlich  so  aussieht 

<  •  •  •  198 
000 

ri  •  •  •    1980 
10^ 

//•••    1970 
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in  der  oben   angeführten  Weise  zusammengezogen   worden,   wie   dies 
ähnlich  auch  bei  r^  •  ■  ■  r^'  und  bei  r^^  •  ■  •  i\.2    geschehen  ist. 


§  19.    Der  Rest. 

Wenn  mau  mit  der  Berechnung  von  c^<  schliesst,  so  ist  der  Rest 
der  Division 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  (3)  §  17,  die  für  w  =  |ii  zuletzt  noch 
in  Anspruch  zu  nehmen  ist,  wenn  mau  p  —  x  —  ^  =  k  setzt, 
folgt: 

(1)      P/'  ==  5'*~K««  +  i  +  ^'m9  —  ^i^/t  —  hcu-i hf,  +  iCo) 

+  /~^(«M+2  —  hC/^  —  hCf,-i ?V  +  2fo) 

-f-  (/-^(a,,  +  3  —  hC^  —  &jC,,_x ?V  +  3Co) 

Schreibt  man  die  Summe  von  einem,  zwei,  drei  •  •  •  Gliedern  der 
Reihe  bezw.  in  der  Fonn 

9^-^rlr,  g^-h-;;-,  /-v;"; .  •  •, 

so  berechnet  sich  r'^i  aus  r^  genau  nach  der  früheren  Regel,  indem  an 
die  ZiflFem  von  >-^(  rechts  a^t+i  angehängt  und  dann  die  Correction 
angebracht  wird.     Ferner  ist 

>>  =  r'^g  +  fV  +  2  —  hCfc —  h^  +  2Co 

und  man  berechnet  es  aus  >•/<  genau  nach  der  früheren  Regel,  nur 
wird  nicht  mehr  durch  6q  dividirt;  ebenso  findet  man,  dass  r/,"  aus 
rü  sich  auf  die  nämliche  Art  berechnet  u.  s.  w. 

Da  die  Zahlen  a  und  h  endliche  Decimalzahlen  sind,  d.  h.  alle 
tti  und  hk  von  einem  gewissen  Index  an  =  0  sind,  so  wird  diese  Rest- 
rechnung von  selbst  ein  Ende  haben. 

Was  die  Stellung  des  Decimalkomma  im  Quotient  und  Rest  an- 
geht, so  sieht  man,  dass  Cq  mit  gP'~''  multijjlicirt,  also  seine  Einer- 
ziffer vom  Range  ^j  —  q  ist.  Die  Einerziffer  von  r/«  ist  vom  Range 
2^  —  n  —  (i  —  1  oder  vom  Range  der  letzten  Ziffer  des  Dividenden, 
die  man  herabgenommen  hat,  ebenso  ist  die  Einerziffer  von  r'f[  vom 
Range  der  Ziffer  «^4-2  des  Dividenden  u.  s.  w.,  allgemein  die  Einer- 
ziffer von  rj^  vom  Range  der  Ziffer  a^(  +  v  des  Dividenden.  Oder  auch 
c„  ist  im  Quotienten  der  Factor  von  gP—'J—^^  daher  ist  die  Einerziffer 
von  c„  vom  Range  ])  —  q  —  n;  der  Rang  von  a„,  das  herabgenommen 
wird  zur  Bildung  von  r„_]7-|-r/„  und  zur  Bestimmung  von  c„,  ist 
aber  p  —  x  —  w,  also  der  Rang  von  c„  um  q  —  x  kleiner  als  der 
von   ttn. 
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Bei  der  ersten  Rechnung  des  §  18   gestaltet  sich   dann   die  Be- 


rechnung des  Restes  wie  folgt: 

543 

500 


r«  •  •  •  • 
Corr. 

430 

78  =  9-l+2-4  +  8-7  +  l 

<•  •  •  • 
Corr. 

3520 

90  =  9.4  +  2-7  +  8-5 

rs 

Corr. 

34300 

73  =  9  .  7  +  2  •  5 

rs"  ■  •  • 
Corr. 

342270 

45  =  9  .  5 

rs"-  ■  •         342225 
Hieristp  =  4,  g  =  6,   daher  wird  der  Quotient  =  0,0327241475 
und  weil  ^  =  8  ist,  der  Rest  0,0000342225. 

Bei  der  zweiten  Rechnung  von  §  12  hat  man  zu  rechnen 

10  _  _ 

Corr.  — 14_=  9-5  +  2-8  +  8-5-fl-3-f0-5 

240 
Corr.  —  101    =9-8  +  2-5  +  8-3-fl-5 

3410 
Corr.        —11  =  9-5+2-3  +  8-5 

34210 
Corr.         -17=9-3  +  2-5 

342270 
Corr.      45  =  9-5 

342225 

wie  auch  oben  gefunden  war.     Die  Rechnung  ergibt  sich  als  richtig, 
denn  das  Product  von  Divisor  und   Quotient  ist   32783,9999657775. 
Die  Betrachtung  des  Restes  zeigt  am  sichersten  ob 

Q^.  =  Cor  +  c,g^'-'  +  c,g^-'  H \-Cf. 

richtig,   d.  h.  =  Cq^/''  +  C^g^'-^  -\ h  C'/«;    das   im  §  17   mit  D^ 

bezeichnet  wurde,  ist  oder  nicht.     Denn  wenn  P^,  >;0  aber  <?>^^~2— ^< 
ist,  so  ist  nach  §  15  die  Division  eindeutig  und  daher  ist  Qi^  richtig 
=  D^t  und  gibt,  wenn  nöthig  als   dekadische   Zahl  geschrieben,   die 
ersten  ft  +  1  Ziffern  des  Quotienten. 
In  dem  vorigen  Beispiel  ist 

Pg  =  0,0000342225 

positiv,  aber  <  1001829  •  10- ^*'.    Folglich  sind  der  oben  angegebene 
Quotient  und  Rest  richtig. 
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§  20.    Discussion  des  Restes. 

Man  kann  nun  aber  die  Rechnung  so  einrichten,  wie  weiter  unten 
gezeigt  werden  wird,  dass  die  Theikiuotienten  Cq,Ci,  ■  •  •  c^,  alle  positiv 
(und  ^g  —  1)  werden,  wobei  freilich  die  Bedingung,  da.ss  die  Theil- 
reste  rQ,i\,  ■  ■  •  alle  <  /^o  —  1  seien,  fallen  gela.ssen  werden  muss.  Hat 
man  es  erreicht,  dass  die  CqCi  •  •  •  c^  alle  >  0  sind,  so  kann  man 
unter  Umständen  auch  ohne  Berechnung  von  P^  entscheiden,  ob  Q^ 
richtig  ist  oder  nicht.     Dazu  führt  die  folgende  Betrachtung. 

Setzt  mau 

so  wird 

-R,.<  <  >>'+  y(iu-\-i  +  y^«„+3  H • 

Weil  aber  ««  +  2,  «/^  +  3  höchstens  =g  —  1  .sind  und  der  Deci- 
malbruch  a  endlich  wäre,  wenn  alle  a^j^^-  ■  •  =  y  —  1  wären,  so  ist 

(1)  ^^  <  V  +  C^'  - 1)  r^ 

und  zwar  so,  dass  Gleichheit  ausgeschlossen  ist. 

Weil   andererseits   die   h^b^,  ■  •  ■   ebenfalls  <i g — 1  sind,  so  wird 

Rf,  >  r^g  —  (co  +  ci  -| +  Cu)(g  —  1) 

—  y{co  +  ci  H h  Cf,)(g  —  1) 


(2) 


>  g{r^  —  CQ  —  C1  —  C2 c^). 

Mau  kann  aber  auch 

B,  >  r;  -  y{r,  +  .,  +  ...  -f  c,)(^  -  1) 
-  f{c,  +  c,  +  •  •  •  +  c,){g  -  1) 

setzen,  womit 

(3)  R^  >  r^/—  Cq  —  ci c^ 

folgt,  was  nicht  etwa  aus  (2)  abgeleitet  werden  kann.     In  den  For- 
meln (2)  und  (3)  ist  die  Gleichheit  ausgeschlossen. 

Der  Rest,  der  entsteht,  wenn  man  für  c^  setzt  f^,  -|-  1,  wodurch 
Q^  in  Q^^  -\-  1  übei-geht,  sei  mit  H   g^~'^  ])ezeichnet.     Dann  ist 

/-'irj-  =  a  —  6(co  +  ciy  H h  c^r  +  y")^^-', 

woraus 

(4)  Bl  =  R,-lg^-<'+\ 
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Ersetzt  man  c^  durch  c^  —  1 ,  wodurch  aus  Q^  hervorgeht  Q^  —  1, 
so  entstehe  der  Rest  jR,7^~'.     Man  hat  dann 

(5)  n-  =  n^^icf-i+^. 

(Man  kann  hier  nicht  ohne  Weiteres  die  Formel  (1)  des  vorigen  Para- 
graphen anwenden,  weil  r^^  auch  von  f„  abhängig  ist.) 

Weil  »v'  ^  ^  —  1  +  t'iig  folgt  aus  (1)  die  Ungleichung, 

und  mit  dieser  liefert  (4) 

oder  da  'bg'''~'i  >  1)q  ist, 

(6)  j^+<^(,,,  +  l_fe„). 

Ist  JRr  <  0,  so  ist  D,,  <  Q^^^  -{-  1.  Dies  tritt  stets  ein,  wenn 
>V  ^  ^0  —  ^  ^^^-     Dä'ö^  kann  also  J)^,  nur  =  (2,«  oder  <  Q^  sein. 

Sicher  ist  nach  (2)  und  (3)  B,^  >  0,  weun  eine  der  beiden  Un- 
gleichungen 

'  **.«  ^  Co  +  fi  H h  c.u 

erfüllt  ist. 

Der  Quotient  Q^^  ist  zu  gross,  wenn  i?^  <  0  ist.  Dies  findet 
jedenfalls  dann  statt,,  wenn  rf/<.0,  wie  (1)  zeigt.     . 

Die  Zahl  J)a  wird  ^  Qju  —  1  sein,  wenn  R^  sich  >  0  ergibt. 
Es  ist  aber  nach  (5),  (2)  und  (3)  und  weil  hg^~^  >  6q, 

B^  >  g{ru  -\-ho  —  Co  —  c^ c„) 

(8)  oder 

-R,<r  >  ^v/+  gh  —  Cq  —  c^ c^- 

Da  r,(  ^  0  sein  soll,  wird  nach  der  ersten  dieser  beiden  Unglei- 
chungen i?,7  sicher  >  0,  wenn 

(9)  h,>c,  +  c,  + ■■■-{-  c, 

ist.     Dann  ist  also  D«  ^  Qu  —  1- 

Die  hier  gefundenen  Resultate  kann  man  anwenden  auf  die  erste 
Behandlung  des  ersten  und  auf  das  zweite  Beispiel  des  §  18,  bei 
denen  die  Theilquotienten  c  sich  alle  positiv  ergeben  haben. 

Im  ersten  sind  alle  Theili-este  ^  80,  die  corrigii-ten  Theilreste 
sind  positiv  und  mindestens  158  (==  r/),  während  die  Summe 

Co  +  ^1  H h  ^8  =  35 

ist.     Die  gefundenen  Quotientenziffern  sind  demnach  aUe  richtig. 
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Im  zweiten  Beispiele  ist  r^^  =  203  <  />„  =  314,  t\.'  =  2258  ist 
grösser  als  die  Summe  Cq  -\-  c^  -\-  c^  -}-•■■  -\-  r^r,  =  65.  Daher  sind 
die  gefundenen  Ziffern  c  alle  richtig. 


§  21.    Andere  Einrichtung  der  Rechnung. 

Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  wie  man  die  Rechnung  so  einrichten 
kann,  dass  sich  für  alle  c  Ziffern  ergeben.  Da  hierbei  von  den  Resul- 
taten des  vorigen  Paragraphen  beständig  Gebrauch  gemacht  wird, 
formuliren  wir  sie  folgendermassen  in  di-ei  Fälle,  indem  wir  stets 

*"/<  ^  0  aber  ^  ho  — 1 
annehmen. 

(A)  Wenn  entweder 

r,,  ^  Co  +  f  1  H \-  Cu 

oder 

*>'^  Co  -f  q  H h  Cu 

so  ist  Du  =  Qu. 

(B)  Ist  Vf/  <  0  aber  nicht  =  0,  so  ist  D^,  <  Q^,.  Nimmt  man  aber 
an  es  sei 

(1)  &o  ^  <^o  +  ^1  H h  c," 

so  ist  B~  >  0,  also  Z)„  =  (>,«  —  1- 

(C)  Wenn  endlich  r^/  >  0  oder  =  0  ist,  aber 

r^  und  Tf/  <  Co  -{-  Ci  -^  ■  ■  ■  -\-  Cf, 

ist,  so  hat  man  zunächst  keine  Entscheidung,  ob  Qu  richtig  ist  oder 
nicht.  Man  weiss  nur,  dass  Z)^<  <i  Qfi  -{-  1  ist.  Setzt  man  aber  die 
Ungleichung  (1)  voraus,  so  ist  i?^7>0,  so  dass  man  nur  zweifelhaft 
ist,  ob  D^<  =  Qu  oder  =  Qfi  —  1  ist. 

Die  Gleichung  a^  =  h^c^  -\-  r^  ergibt  nach  den  Festsetzungen 
über  «0  ^^^  ^o  ^^^  Ziffer  und  r^  ^h^  —  1.     Dann  ist 

<  =  ^-09  +  «1  ^  (^0  —  1)5'  +  5'  —  1  =  9K  —  1; 

daher  wird  q  >  0  und  eine  Ziffer  und  ''i  ^  ^'o  —  ^  j  wenn  r^  >  0  ist. 
Dann  ist  /•/  Kgh^  —  1  und  wenn  es  >  0  ist,  so  wird  Cg  ^  0  aber 
^g  —  1  und  i\  ^\  —  1,  u.  s.  w.  Man  findet  also  Cq,  Ci,  C2,  •  •  ■  c^  >  0 
und  als  Ziffern  und  die  Reste  r^,  r\,  •  •  •  ri-^ha  —  1,  so  lange  die 
corrigirten  Reste  ro',ri',  •  •  •  ri  —  i  positiv  sind.  Daher  ist  Di  sicher 
nicht  >  ^/.     Ist  eine  der  beiden  Ungleichungen  des  Falles  (A) 

\rx>CQ-\-  Ci-\ \- Cx 

in'^  Co  +  Ci  H \-  cx 

erfüllt,  so  ist  Dx  =  Qx- 

LUroth,  numcriecbca  Rechnen.  4 
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Möglicherweise  siud  aber  schon  für  A  =  0  die  Bedingungen  des 
Falles  (A)  nicht  erfüllt.  Wenn  bezüglich  Q^_  die  Bedingungen  des 
Falles  (A)  nicht  zutreffen,  so  kann  der  Fall  (B)  oder  der  Fall  (C) 
eintreten. 

§  22.    Der  FaU  (C). 

Wenn  (C)  vorliegt,  so  hat  man  keine  Entscheidung,  ob  Dx  =  Qx 
ist  oder  nicht.  Zunächst  soll  dieser  Fall  weiter  verfolgt  werden 
unter  der  Annahme,  dass 

(1)  h>Co-\-  Ci-\ \-  cx 

sei. 

Man  könnte  durch  Berechnung  von  P;.  eine  Entscheidung  suchen. 
Man  kann  aber  auch  mit  Cx  weiter  rechnend  Cx-\-i,  >'/.  +  i,  W+i  finden. 
Sind  rx+i,  >*i+i  so  beschaffen,  dass  für  ^  =  X  -\-  1  der  Fall  (A)  statt- 
findet, so  ist  ^;.  +  i  =  -D/+1  und  folglich  auch  Qx  =  Dx.  Wenn  aber 
jetzt  der  Fall  (B)  eintritt  und  man  annimmt  es  sei 

(2)  h  >  Co -\-  Ci -\-  •  ■  •  -{-  Cx  +  cx  +  i, 

so  ist  Dx+i  <  Qx  +  i  und  =  Qx+i  —  1. 

Wenn  endlich  der  Fall  (C)  eintritt  und  die  Ungleichheit  (3)  be- 
steht, so  ist  wieder  unentschieden  ob  Dx-{-i=  Qx  +  i  oder  =  Qx^i  —  1 
ist.     Ist  C;.+i^  1,  so  ist 

(3)  Qx+,  -  1  =  (Co  +  ci  y  +  •  •  •  +  o.  /■  +  (c,+i  -  1)  y'+')  g^-^ 

dekadisch  geschrieben  und  Qx+i,  Qx  +  i  —  1  stimmen  dann  unter 
sich  und  mit  Dx+i  bis  c;. /•  einschliesslich  überein,  so  dass  dann 
Dz  =  Q?.  ist. 

Ist  aber  Cx-\-i  =  0,  so  ist  die  rechte  Seite  in  (4)  nicht  dekadisch 
geschrieben  und  dann  besteht  noch  der  Zweifel  fort,  ob  Dx  ==  Qx 
oder  =  Qx  —  1  sei.  Man  wird  dann  mit  Cxj^x  =  0  weiter  rechnen, 
findet  entweder  eine  Entscheidung,  indem  der  Fall  (A)  oder  (B)  oder  (C) 
mit  C;.+2  >  0  eintritt,  oder  aber  es  ergibt  sich  0.+2  =  0  mit  dem 
Falle  (C),  wodurch  dann  wieder  keine  Entscheidung  herbeigeführt  wird. 
Man  erkennt  also,  dass  nur  dann  beim  Weiterrechnen  eine  Sicherheit 
nie  erreicht  wird,  wenn  die  auf  Cx  folgenden  Theikjuotienten  alle  Null 
sind,  wobei  die  Uncrleichung 

^'ü  ^  Co  4-  Ci  +  •  •  •  +  O. 

mit  den  Ungleichungen 

&0  ^  Co  +  f'l  +  •  •  •  +  C;.  +  C;.  +  i 
U^Cq  -{-  Ci  -\-  •  •  •  -\-  Cx  -\-  C;.  +  i  +  C;.  +  2 

u.  s.  w.  identisch  ist. 


§  22—23]  Die  Division.  51 

Da  in  dem  Falle  stets  /•„  ^  ^o  —  ^  angenommen  ist,  so  ist  die 
Convergenzbedingung  des  §  17  erfüllt  und  folglich  in  diesem  kriti- 
schen Falle 

Mit  den  Bezeichnungen  von  §  20  ergibt  sich  jetzt 

>*/'+ 1  =  >•;.",     n'+ä  =  r?'",  ■  ■  ■, 
so  dass  man  im  Fortgang  der  Rechnung  den  Rest  Null  finden  muss. 


§  23.    Der  FaU  (B). 

Nun  haben   wir  noch  zu  untersuchen  was  eintritt,   wenn  bei   Qi 
der  Fall  (Bj  stattfindet.     Dann  ist  r/  <  0  und  =f=  Ö.     Daher 
(1)  D,=  Q,~l, 

wenn  wir  auch  hier  die  Ungleichung  (2)  aus  vorigem  Paragraphen 
annehmen.  Findet  schon  bei  Q^  der  Fall  (B)  statt,  so  ist  nach  der  An- 
nahme, die  wir  im  §  17  über  a^  und  J)^  gemacht  haben,  Cq  ^  1.  Ist 
aber  A  ^  1,  so  wollen  wir  zuerst  annehmen,  es  sei  o.  ^  1- 

Bezeichnet  man  mit  p;.  und  g,'  die  Werthe,  die  ;•;.  und  r/  an- 
nehmen, wenn  man  mit  dem  Theilquotienten  C;.  —  1  rechnet,  der  sicher 
nicht  negativ  ist,  während  r;.  und  >•;.'  die  cx  entsprechenden  Werthe 
sein  sollen,  so  findet  sich 

Q).  =  r)_  -[-  h,      Q)'  =  V)'  +  \^g  -j-  hi, . 

Wäre  ()/ <  0,  so  wäre  D)_<iQi  —  1,  während  nach  (1)  Gleichheit 
herrschen  soll.  Daher  wird  Q)'  ^  0  sein.  Ist  es  <  h^g,  so  wird 
O.-i-i  ^  0  aber  ^g  —  1,  r;.^i  <  &o  —  1  und  die  Rechnung  geht  wie 
oben  weiter.  Aber  hier  kann  auch,  gegen  die  bisherige  Annahme, 
wenn  &i-{-r/>0  ist,  q?' ^h^g  werden,  wobei  es  freilich  stets 
<  hf^g  -f-  h^  bleibt. 

Würde  man  in  diesem  Falle  C/-|_i  =  (/  und  /';.+i  <  ?^i  —  1  nehmen, 
so  wäre 

n^x  ^(hi  —  V)g-\-  a;.  +  2  —  &i5'  —  ^:iO. 

<  «^-1-2  —  9  —  hcx •  • 

<0. 

Folglich  ist  f'x-f-i  =9  zu  gross  und  man  muss  0.4-1  =  ^  —  1  nehmen. 
Dann  folgt 

r;.  +  i  >  Wj  —  h{g  —  1)  >  60 

<Kg  +  \-\-  \(g  -  1)  <  6„  +  /.,  _  1 . 
Wenn  man  aber  voraussetzt  es  sei 
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(2)  &o  ^  Co  +  Ci  H h  C;.  +  .f/  —  1, 

so  ist  dann  also  r;.+i  ^  Co  +  Ci  +  *  *  •  +  c^+i;  also  die  erste  der 
beiden  Ungleichungen  (7)  des  §  20  für  ji  =  A  +  1  erfüllt  und  daher 

Dann  ergibt  sich  weiter 

>*/+i  ^  (ho  -\-h  —  ^)g  +  «/+2  —  hi(g  —  1)  —  &20  —  .  .  . 
^  feoö'  +  «;i+2  -\- h  —  g  —  h(cx  — '^) 

^\g  +  h,-l 
und 

n'+i  ^  fto^'  +  «vi+2  —  h{9  —  1)  —  ^2(0.  —  1) , 

also  mit  der  Ungleichung  (2) 

^  Co(ß  —  h+2)  +  Ci(g  —  &^+i)  H 

+  «^  +  2  +  &2 

Ist  demnach  r^-i-i  <^  ^o<7,  so  kommt  man  jetzt  auf  die  gewöhnliche 
Rechnung  zurück,  ist  aber  rx+i  ^  hog,  auf  den  gerade  betrachteten 
Fall  u.  s.  w. 

Wenn  aber  c^  =  0  ist  für  A  ^  1 ,  so  seien  in  Qx  alle  Ziffern 
c,.+i,  c,,+2,  •  •  •,  Cx  gleich  Null,  so  dass 

Q,  =  cog'  +  c^g'-'  H h  c,y— 

ist  mit  c,,  !>  1.     Dann  ist 
<?;.-!=  co^^-  +  ci^^-i  +  .  .  .  +  (c,  _  1)^^-"  +  (ry  -  1)^^-^-^ 

Die  Rechnung  mit  den  neuen  Quotientenziffern  verlangt  also,  dass 
Cq,  c^,  •  •  •,  Cy—i  unverändert  bleiben,  Cv  ersetzt  wird  durch  c,,  —  1 
c,,-fi,  c,,+2)  •  ■  ■,  C/L  dagegen  =  g  —  1  gesetzt  werden. 

Bezeichnet  man  die  neuen  Theilreste,  die  diesen  Theilquotienten 
entsprechen  durch  *"o,  ^i?  •  •  •;  so  lehren  die  Gleichungen  (4)  des  §  17, 
dass  Tq  =  Tq,  t\  ^  ^'1,  •  •  •,  »*»■  — 1  =  ^"v— 1  sind.  Die  letzte  Gleichung  (4) 
§  17  liefert  für  n  =  v 

Tr-ig  +  «f  ^vCq liCr-l  =  ho(c,.  1)  -f  > V  , 

während  früher 

r^-ig  +  a^  —  hyCo •  —  &iCv_i  =  hc^  +  r^ 

war.     Daher  folgt,  weil  r,,_i  =  r,._i, 

r,  =  r,.  +  ho, 


§  23.]  Die  Division.  53 

für  n'^v  -{-  1  aber  ^  l  aber  hat  mau 

Tn-ig  +  «,.  —  bnCo  —  •  • hn-y  +  lCr-i   &„_,(c,.  1) 

—  hn-,-x(0  —   1) h{0—\) 

=  ho((/  —  Ij  +  ^,„ 
während  früher 

■      rn-ig  +  (In  ^nCo •  •   —   &„_,-f-i6V-i  b,^-yC,.  =  r„ 

war.     Aus  beiden  Gleichungen  folgt 

(r„_i  —  r„_i)(/  +  &„_,  —  (6„_,_i  H [-  Z;o)(^  —  1)  =  r„  —  >;,, 

für  >?  =  i^  -f~  1  folgt  hieraus 

n.+i  =  n  +  i  +  ^0  +  ^i> 
dann  folgt  hiermit  für  n  =^  v  -\-  2,  ■  •  •,  n  =  A  successive 


An  dieses  rx  knüpft  dann  die  weitere  Rechnung  an. 

Zum  Beispiel:    Es  sei  2002219  zu   theilen   durch    100111.     Man 
nehme  6o  =^  100,  so  hat  man  die  Rechnung: 

2002219  :  1001111  =  2 
200 


/•o  =      02 


Corr.  = 


r;=      0 

Weil  Yq  =  0  ist  und  r^  wie  r^  <  c^  =  2  ist,  so  hat  man  den  Fall  (C), 
also  keine  Entscheidung  ob  Cq  =  2  richtig  ist.  Rechnet  man  weiter, 
so  kommt  nun  q  =  0,  r^  =  0,  r/  =  0,  daher  wieder  der  Fall  (C),  die 
weitere  Rechnung  liefert  ("2  =  0,  7*2=0,  r^  = — 1.  Somit  haben 
wir  jetzt  den  Fall  (B)  und  weil  h^  =  100  >  2  +  0  +  0,  ist  A  nicht 
=  Q^  =  200  sondern  199. 

Wiederholt    man    nun    die  Rechnung,    indem    man   jetzt    Cq  =  1 
nimmt,  so  hat  man  folgende  Zahlen: 

2002219  :  100|111  ==  1999999 
100 


ro=  1002 

Corr.  = 1_ 

r^=  1001 

Hier  tritt  der  Fall  ein,  der  eben  untersucht  wurde,   man  hat  c^  =  9 
zu  nehmen  und  findet  weiter: 
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900 

Corr.  =     10 

>•;=       1002 

Man  hat  denselben  Fall,  daher  wieder  c^  =  ^ 

900 

r^  =  1021 

Corr.  =  _J_9 

r^'=  1002 

900 

rg  =  1029 

Corr.  =  27 

r^'=  1002 

900 


r^  =  1020 

Corr.  =  27 

>•;=  993 

Jetzt  ist  der  Ausnahmefall  zu  Ende  und  es  tritt  die  gewöhnliche 
Rechnung  ein.  Es  ist  hier  ^2  =  fg  +  Z>,  +  &i  +  &2  =  100  +  1  +  1  =  102 
wie  eben  r.2  gefunden  wurde. 


§  24.    Die  Änderung  des  Divisors. 

Solange  Cq  -}-  c^^  -\-  ■  •  ■  -\-  Cu  <C  l>o  ist,  ist  die  Möglichkeit  vor- 
handen, die  in  dem  vorigen  Paragi-aphen  gegebenen  Kriterien  anzu- 
wenden. Wenn  aber  c^  -)-  q  +  *  '  "  +  ^a<  ^  ^o  geworden  ist,  können 
diese  unbrauchbar  werden.  Man  thut  dann  gut,  den  Werth  h^  zu 
verändern  und  statt  mit  6^  mit  h(,g  -\-  h^  so  zu  rechnen,  wie  man 
bisher  mit  &q  gerechnet  hatte. 

Um  dies  auszuführen  beachte  man,  dass  die  Quotientenziffern 
^oj  ^1?  ■  ■  'j  ^hn  wenn  sie,  wie  wir  voraussetzen,  sich  als  sicher  er- 
wiesen haben,  d.  h.  wenn  D^  =  Q^  ist,  ebenso  wie  der  Rest  P^,  von 
der  Art  der  Berechnung  nicht  abhängen  können.  Sie  müssen  also 
die  nämlichen  sein,  ob  wir,  wie  wir  bisher  annahmen,  mit  dem  Theil- 
divisor  &„  oder  mit  dem  Z'o^'  H"  ^i  ="  V  rechnen.  Bei  der  Rechnung 
mit  &o'  möge  sich  zuletzt  mit  der  Ziffer  c„  des  Quotienten  der  Theil- 
rest  Sfx  ergeben  haben.  Nun  kommt  es  darauf  an,  s^  aus  r„  zu  be- 
rechnen.    Hierzu  dient  der  Rest. 

Nach  der  Analogie  von  §  19  müssen  wir  nun  schreiben 

P-<  =  K^  +  «i)^^-^-^  +  a^g^-'-^  H 


§  24—25.]  Die  Division.  55 

Den  Ausdruck  von  P„  finden  wir  dann  aus  (1)  §  19,  wenn  wir 
«1^2  ■  ■  ■?  ^1^2  ■  ■  ■  ^wrch  «^,«3  •  •  •,  hj)^  ■  •  •,  bezw.  x  durch  x  -{-  1  und 
>•„  durch  Su  ersetzen.     Damit  wird 

P.«  =  r/'' "''"'' ~^(«/< +2  +  Sug  —  hsCu  —  hCf,-i hf.  +  oCo) 

-|-  gp-^-f'-^(a„+3  —  biC„  —  hiCf,-i h^+3Co) 

-|-  f/^ -''-." -3 (a^,^.^  _  6^c,,  —  hc^,-i hu+iCo) 

+ 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  P«  dem  in  §  19  gleich,  so  folgt 
5^,  =  ciu  +  i  +  ri,g  —  liCu  —  hoCf.^i  —  •  ■  •  —  h^  +  iCo  =  )\! , 

d.  h.  s^,  ist  der  wie  gewöhnlich  corrigirte  Rest.  Mit  diesem  ist  dann 
weiter  zu  rechnen,  mit  dem  Theildivisor  h^,  d.  h.  s^,  ist  zu  corrigiren, 
wobei  natürlich  jetzt  nur  die  Ziffern  h^h^  •  ■  ■  des  Divisors  in  Frage 
kommen,  also  zu  berechnen 

Sug  +  au  +  2  —  hCu  —  hcu-i • ?>«  +  2Co 

und  dann  ist  durch  &„'  zu  theilen  u.  s.  w. 

Wenn  man  also  bei  der  zweiten  Rechnung  des  §  18  die  Quo- 
tientenziffern 3272  gefunden  hat  und  nun  statt  mit  dem  Theildivisor 
10  mit  dem  100  weiter  rechneu  will,  so  hat  man  aus  /g  =  8 
rg' =  51  =  ^3  abzuleiten;  dies  ist  mit  dem  Reste  r^  der  ersten  Rech- 
nung identisch. 

§  25.    Besondere  Methoden. 

Für  besondere  Zwecke  und  für  besonders  gestaltete  Divisoren 
empfehlen  sich  andere  Methoden. 

Handelt  es  sich  z.  B.  darum  zu  untersuchen,  ob  a  durch  h  ohne 
Rest  theilbar  ist  und  um  den  Quotienten  nur  in  diesem  Falle,  so 
dividirt  man  zweckmässig  von  rechts  nach  links,  weil  dann  die  Wahl 
der  Quotientenziffer  leicht  ist.  Das  heisst  man  bestimmt  zunächst 
eine  Ziffer  y^,  so  dass  hyQ  die  nämliche  Ziffer  nullten  Ranges  hat 
wie  a.  Dann  ist  a  —  hy^  durch  10  theilbar  und  =  10«^.  Ist  «^ 
durch  h  theilbar,  so  muss  auch  a  theilbar  sein-,  ist  aber  a  durch  b 
theilbar,  so  muss  b  zu  10  theilerfremd  sein,  wenn  man  soll  schliessen 
können,  dass  a^  durch  b  theilbar  sei.  Dies  kann  man  leicht  prüfen, 
da  10  ja  nur  die  Factoren  2  und  5  hat.  Mit  o^  verfährt  man  dann 
ebenso  wie  eben  mit  a  u.  s.  w.  Kommt  einmal  ein  (Z^,  «2?  '  '  "  heraus, 
das  nicht  durch  h  theilbar  ist,  oder  ist  die  Ziffer  nullten  Ranges  bei 
einer  dieser  Zahlen  als  Product  mit  b  nicht  möglich,  so  ist  auch  a 
nicht  durch  b  theilbar. 

Die  Ziffern  0  bis  9  erscheinen  aber  in  folgender  Weise  als  End- 
ziffern von  Producten: 
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0 

2 

5, 

4 

5, 

5-6,  5-8 

1 

1, 

3 

7, 

9-9 

2 

2, 

2 

6, 

3-4,  4-8,  8 

9 

3 

3, 

7 

9 

4 

4, 

2 

2, 

2-7,  3-8,  4 

6 

5 

5, 

3 

5, 

5  •  5,  7  •  5,  9 

5 

6 

6, 

2 

3, 

2-8,  6-6,  4 

•  4 

7 

V, 

3 

9 

8 

8, 

6 

8, 

2-9,  2-4,  3 

6j 

9 

9, 

3 

3, 

7-7. 
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7  -6 


6-9,  8-8 


4-9,  7-8 


Wie  diese  Tafel  zeigt,  kann  die  nämliche  Endziffer  von  a  durch 
zwei  Annahmen  über  y^  nur  erreicht  werden,  wenn  h  gerade  ist,  also 
in  dem  einen  der  oben  ausgeschlossenen  Fälle.  Wenn  man  etwa 
untersuchen  will,  ob  11383606  durch  2386  theilbar  ist,  wird  man 
beide  durch  2  theilen  und  5691803  neben  1193  betrachten.  Man  hat  dann 


1  . 1193 


119^ 


7  •  1193 


4    1193 


5691803 
•1193 
5690610 
• -8351 
5607100 

8351 
4772000 
4772 
0 


Daher  ist  der  Quotient  4771. 

Wenn  durch  Zahlen  von  der  Form  10"  —  u  zu  theilen  ist,  wo  a 
eine  kleine  Zahl  ist,  so  beachte  man  die  Gleichung 

lO^^o  -|-  a^  =  (10"  —  a)  cIq  -\-  aa^  -\-  a^, 

die  lehrt,  dass  a^  der  richtige  Quotient  ist,  wenn  aa^  -{-  «^  <  10"  —  a 
ist.  Ist  diese  Ungleichung  nicht  erfüUt,  so  hat  man  die  nämliche 
Operation  zu  wiederholen.  Es  sei  etwa  999  923  573  892  zu  theilen 
durch  998,  dann  hat  man  die  folgende  Rechnung: 


999  923  573 


1  999  848 


3  999 


892 

1  999  847  146 
038 


3  999  696 
• • • •   734 

7  998 


8       ••• 

•  •  •   732 

1  001  927  428 
Quotient 

16 
748  Rest 

§  25,]  Die  Division.  57 

Unter  Umständen  kann  es  vortheilhaft  sein,  bei  der  Berechnung 
von  T-  den  Bruch  ^-  in   eine    Summe   von   einfacheren  Brüchen   mit 

0  0 

dem  Zähler  Eins  und  kleinen  Nennern  zu  zerlegen  und  so  die  Divi- 
sion in   eine  Reihe   einfacher  Theiluugen   aufzulösen.     Dies  empfiehlt 

sich  besonders  dann,   wenn   der  Quotient  -y   in    einen   Decimalbruch 

zu   verwandeln    und    es    nicht    nöthig    ist    einen    Rest    zu    berechnen. 

Zweckmässig   ist   dabei,   die  Zerfällung  von  -r-  so  vorzunehmen,  dass 

ein  sog.  aufsteigender  Kettenbruch  oder  eine  Theilbruchreihe  entsteht, 
also  eine  Reihe  von  der  Form 

1  _L  Jt_     .     _i_     .... 

wo  dann  jedes  folgende  Glied  sich  einfach  aus  dem  vorhergehenden 
berechnet.  Besonders  ist  diese  Rechnungsmethode  vortheilhaft  bei 
Correctionsrechnungen,  Interpolationen  u.  dgl.  Man  kann  sie  aber 
auch  anwenden,  um  ein  Product  ah  zu  berechnen,  wenn  h  ein  Decimal- 
bruch ist,  den  man  dann  in  eine  solche  Reihe  umsetzt.  Wenn  nur 
gelegentlich  solche  Rechnungen  vorkommen,  lohnt  es  sich  kaum  diese 
Art  der  Berechnung  zu  verfolgen.     Wenn  dagegen  öfter  Rechnungen 

ähnlicher  Art  zu  machen  sind,  wird  man  die  Zerlegung  von  -,    bezw. 

von  h  gleich  im  Rechenschema  vermerken. 
Solche  Zerlegimgen  sind  z.  B. 

5  1   4_   1 

27         T     '     54' 

i*  =  i-  +  1  +  _L_  +  -_ i_ 

63  2'6~6-7i3-6-7' 

1  =  1  +  1  +  -^  +  -  L .. 

22  6      '     11     "^  2    11     '     3-2    11  ' 

die  schon  den  alten  Ägyptern  bekannt  waren  (Loria,  Giorn.  d.  mate- 
matiche  Bd.  32  Seite  41). 

Als  Rechenprobe  bei  der  Division  kann  mau  die  definitionsge- 
mässe  benutzen,  dass  das  Product  aus  Quotient  und  Divisor  plus 
dem  Rest  dem  Dividenden  gleich  sein  muss.  Auch  kann  man  die 
Neunerprobe  anwenden,  die  aus  a  =  hc  -\-  r,  die  Gleichung 
q{a)  ^  q{b)  q{e)  +  qif)  mod  9  folgert. 

Die  Division  y  kann   in  eine  Multiplication  verwandelt  werden, 

wenn  man  -y  in   einen  Decimalbruch  entwickelt.     Will  man  bequem 

rechnen,  so   wird   man  auch   die   Vielfachen   von   - ,-   mit  den  Zahlen 
'  b 

1,  2,  •  •  •,  9  berechnen  und  tabuliren. 
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§  26.    Division  mit  der  Rechenmaschine. 

Da  die  Division  von  a  durch  h  darauf  hinauskommt  zu  unter- 
suchen wie  oft  man  h  von  a  abziehen  kann  bis  ein  positiver  Rest 
bleibt,  der  <  h  ist,  so  kann  man  auch  mit  der  Rechenmaschine  divi- 
diren,  da  man  mit  ihr  subtrahiren  kann,  wobei  freilich  der  Divisor 
höchstens  so  viele  Stellen  haben  darf,  als  die  Maschine  Schlitze  hat. 
Um  die  einzelnen  Ziffern  des  Quotienten  zu  finden,  verfährt  man  so. 
Man  stellt  a  auf  dem  Lineal  ein,  möglichst  weit  nach  links  und  stellt 
h,  das  n  Ziffern  haben  möge,  mit  den  Knöpfen  in  den  Schlitzen  ein. 
Dann  schiebt  man  das  Lineal  so  weit  nach  rechts,  bis  dem  in  den 
Schützen  befindlichen  Divisor  die  n  oder  n  -{-  1  Ziffern  höchsten 
Ranges  des  Dividendas  gegenüberstehen.  Man  zieht  dann  durch  Kurbel- 
drehungen h  so  lange  von  a^  ab  als  es  geht,  ohne  dass  ein  nega- 
tiver Rest  erscheint.  Dabei  braucht  man  die  Anzahl  der  Umdrehungen 
der  Kurbel  nicht  zu  zählen,  diese  werden  nämlich  in  einem  beson- 
deren Schauloch  angezeigt.  Hat  man  so  lange  abgezogen  bis  ein 
Rest  <  h  geblieben  ist,  so  gibt  die  in  dem  genannten  Schauloch 
stehende  Ziffer  die  Ziffer  höchsten  Ranges  a^  des  Quotienten  und 
die  n  Ziffern  höchsten  Ranges  im  Lineal  geben  den  Rest  ß^.  Die 
Zahl  gßfj  -f-  a■^^  wird  dann  durch  die  ersten  n  -\-  1  Stellen  auf  dem 
Lineal  von  links  her  gebildet  und  um  c^  und  ß^  zu  finden,  hat  man 
nun  das  Lineal  um  eine  Stelle  nach  links  zu  schieben,  so  dass  jetzt  a^ 
über  dem  Schlitze  nullten  Ranges  steht.  Nun  wird  wieder  h  so  lange 
es  geht  abgezogen,  wobei  die  Anzahl  der  Umdrehungen  in  einem  be- 
sonderen Schauloch  registrirt  wird  u.  s.  w.  Wenn  man  so  viele  Quo- 
tientenziffern hat,  als  die  Anzahl  der  genannten  Schaulöcher  beträgt, 
die  gleich  der  Anzahl  der  Schlitze  ist,  muss  man  von  neuem  ein- 
stellen.    Die  Division  von  374  389  durch  977  sieht  z.B.  so  aus: 


Lineal                      374  389  •  000  000 

081289-000  000 

Schlitze                     977  000 
Quotientenziffer                    3 

977  000 

8 

081289-000  000 

003  129  -  000  000 

Lineal                      003 129 

000  000 

Schlitze                           977 
Quotientenziffer 

000 
3 

000  198 

000  000 

so  dass  383  der  Quotient  und  198  der  Rest  ist.  Wollte  mau  eine 
weitere  Decimalstelle  des  Quotienten  finden,  so  würde  man  nur  in 
der  angegebenen  Art  weiter  zu  rechnen  haben:  durch  weitere  Ver- 
schiebung entsteht  die  Stellung 
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Lineal     l  Or/J  198 -000  000 


Schlitze  977  000 

mit  der  Quotientenziffer  2  und  dem  Rest  im  Lineal 


000  002- GOO  000 


der  Quotient  ist  demnach  383,2  und  der  Rest  ist  2,6.  Wo  im  Quo- 
tient wie  im  Reste  das  Komma  zu  setzen  ist,  wird  bestimmt  in  der- 
selben Weise  wie  bei  der  gewöhnlichen  Rechnung.  Auf  der  Maschine 
wird  das  Komma  durch  einen  kleinen  Stift  bezeichnet,  der  in  eines 
der  Löcher  gesteckt  werden  kann,  die  zwischen  den  Schaulöchern  auf 
dem  Lineal  angebracht  sind. 

In  ganz  analoger  Weise  rechnet  man  mit  der  Maschine  Brunsviga. 

Bei  der  Steiger -Egli'schen  Maschine  stellt  man,  wie  oben  er- 
örtert ein,  nimmt  die  Quotientenziffer  a^  schätzungsweise  an  und 
zieht  dann,  nachdem  mau  den  Seite  31  genannten  Hebel  auf  Uq  ge- 
schoben, ha^  durch  eine  Kurbelumdrehung  von  a^  ab.  Der  Rest 
zeigt,  ob  «0  richtig  war  oder  nicht.  In  gleicher  Weise  wird  die 
Rechnung  fortgesetzt. 
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§  27.    Allgememe  Betrachtungeii. 

Die  einfachsten  Reelinungen  mit  ganzen  Zahlen  wie  die  Division 
führten  schon  häufig  auf  unendliche  Decimalbrüche.  Noch  mehr  ist 
dies  der  Fall  bei  den  höheren  mathematischen  Operationen,  der 
Wurzelausziehung,  der  Logarithmirung,  der  Bestimmung  der  trigono- 
metrischen Functionen  u.  dgl.  Beim  Rechnen  kann  man  natürlich 
nicht  die  unendlichen  Decimalbrüche  verwenden,  sondern  muss  sie 
durch  endliche  ersetzen.  Dadurch  aber  werden  Fehler  in  die  Rech- 
nung eingeführt,  deren  Betrag  man  schätzen  kann. 

Solche  Fehler  sind  weiter  unvermeidlich,  wenn  man  es  mit  Zahlen 
zu  thun  hat,  die  durch  Beobachtungen  gefunden  werden;  denn  wir 
sind  nicht  im  Stande  genau  zu  beobachten  trotz  aller  Mühe,  die  man 
aufwenden  muss,  um  die  Beobachtungswerthe  mögL'chst  zu  sichern. 
Ein  gewissenhafter  Beobachter  wird  sich  bemühen,  über  die  Genauig- 
keit, die  er  mit  seiner  Arbeit  erreicht  hat,  sich  ein  ürtheil  zu  bilden 
und  neben  der  nach  besten  Kräften  ermittelten  Zahl  noch  angeben, 
um  wieviel  diese  Zahl  höchstens  zu  gross  oder  zu  klein  ist. 

Aus  diesem  Umstände,  dass  man  meistens  gezwungen  ist  mit 
nicht  ganz  richtigen  Zahlen  zu  operiren,  ergeben  sich  drei  Aufgaben. 
Erstens  kann  man  fragen:  welchen  Einfluss  hat  die  üngenauigkeit 
der  Daten  auf  das  Resultat  der  Rechnung?  Wenn  z.  B.  die  Beschleu- 
nigung der  Schwere  aus  Messungen  der  Schwingungsdauer  T  eines 
mathematischen  Pendels  von  der  Länge  l  zu  finden  ist  —  wobei  wir 


1)  Betrachtungen,  wie  sie  in  diesem  und  dem  folgenden  Kapitel  angestellt 
sind,  finden  sich  bei:  Gauss,  Theoria  motus  §  30  ff.  —  Bremiker,  Introductio 
zu  der  Tafel  Logarithmorum  VI  decimalium  nova  tabula  Berolinensis.  Berlin  1852, 
S.  31  ff.  —  Vieille,  Theorie  generale  des  approximations  numeriques.  Paris 
1852.  —  Ruchonnet,  Elements  de  calcul  approximatif.  Lausanne -Paris  1874. 
—  Stadthagen,  über  die  Genauigkeit  logarithmischer  Berechnungen.  Berlin 
1888  (auch  als  Dissertation  erschienen).  —  Guyon,  Sur  les  approximations 
numeriques.     Nouv.  Annales  3*'  Serie  Band  8,  Seite  165 — 18ü. 
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der  Kürze  wegen  diese  Messung  als  möglich  annehmen  — ,  so  findet 
sich 

und  es  ist  zu  untersuchen,  welchen  Einfluss  die  bekannten  Ungenauig- 
keiten  von  l  und  T,  in  Verbindung  mit  dem  Fehler,  der  bei  Be- 
nutzung eines  endlichen  Decimalbruches  für  n  entsteht,  auf  g  haben. 
Wenn  es  sich  in  einem  bestimmten  Falle  ergäbe,  dass  ein  Fehler  in 

g  möglich  wäre  von  etwa  -^ ,  so  wäre  es  offenbar  eine  verschwendete 

Mühe,  für  n  20  Decimalen  anzusetzen.  Man  hat  also  die  Aufgabe: 
zu  untersuchen  wie  viele  Decimalen  man  für  7t  beizubehalten  hat,  um 
die  Genauigkeit  in  ^  zu  sichern.  Oder  allgemeiner  gesagt,  die  zweite 
Aufgabe  besteht  in  der  Ermittelung  der  Fehler,  welche  die  Daten 
höchstens  haben  dürfen,  wenn  eine  gegebene  Genauigkeit  des  Resul- 
tats erreicht  werden  soll. 

Wenn  nun,  um  bei  unserem  Beispiel  zu  bleiben,  ^   vier  Deci- 

malstellen  hätte  und  n^  eben  so  viele,  während  g  schon  um  --r  un- 
richtig  sein  kann,  so  wäre  es  offenbar  nicht  nöthig,  bei  der  Berech- 
nung des  Products  -p^  •  ^^  die  acht  Decimalstellen  wirklich  zu  be- 
rechnen, welche  sich  bei  der  gewöhnlichen  Multiplication  ergeben. 
Man  würde  offenbar  mit  weniger  auskommen.  Und  daraus  entspringt 
die  dritte  Aufgabe:  wie  sind  die  Rechnungen  einzurichten,  um  ohne 
unnöthigen  Aufwand  an  Arbeit  eine  vorgeschriebene  Genauigkeit  zu 
garantieren? 


§  28.    Die  Abkürzung  der  Decimalzahlen. 

Bei  Grössen,  die  durch  Beobachtungen  geliefert  werden,  wird 
man  sich  meistens  bescheiden  müssen  zu  sagen ,  der  Fehler  kann 
höchstens  eine  gewisse  Zahl  Einheiten  eines  bestimmten  Ranges  be- 
tragen und  wird  selten  sagen  können,  ob  der  Näherungswerth  grösser 
oder  kleiner  als  der  wirkliche  Werth  ist,  so  dass  man  die  Möglich- 
keit ins  Auge  zu  fassen  hat,  dass  der  Fehler  positiv  oder  negativ  ist. 

Bei  mathematischen  Zahlen,  Wurzeln,  Logarithmen  u.  dgl.  ist 
das  etwas  anders,  man  kann  eine  l^eliebige  Genauigkeit  erreichen.  Sei 
a  die  genaue,  irrationale  Zahl,  a'  der  Werth,  der  entsteht,  indem  man 
nach   der  Ziffer  ( —  w)*®"^  Ranges  den  Decimalbruch   abbricht,  so   ist 

a' <  a  und  der  Fehler  a  —  a'  sicher  < — -•      Man    pflegt    aber   ge- 

10  w 

wohnlich    etwas    anders   zu   rechnen.     Ist  nämlich    a  —  «'  <  -^*  ,   so 

10" 
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1 ' 
nimmt  man  a'  als  Näherunffswertli,  ist  aber  a  —  a'  '>  -^,  so  nimmt 

o  '  —  10" 

man  a'  -\ als  den  Näherungswerth.     Bezeichnet  man  also  diesen 

mit  A,  so  ist  stets 

aber  man  kann  nicht  sagen,  ob  a  —  ^  >  0  oder  <  0  ist.  Dies  ist 
die  Art  der  Kürzung,  wie  sie  gewöhnlich  in  den  mathematischen 
Tafeln  angewendet  wird  und  die  man  als  Kürzung  mit  Correction 
bezeichnen  kann.  Man  hat  der  Unsicherheit  über  das  Vorzeichen 
des  Fehlers  dadurch  abzuhelfen  gesucht,  dass  man  durch  ein  be- 
sonderes Zeichen  angibt,  ob  die  letzte  Stelle  von  A  eine  Erhöhung 
um  eine  Einheit  erfahren  hat  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  über- 
streichen sie  manche  Autoren,  im  letzten  Falle  nicht. 

Bei  Anwendung  dieses  Zeichens  ist  z.  B.  0,3413527  eine  Zahl, 
deren  genauer  Werth  zwischen  0,34135270  und  0,34135275  liegt,  da- 
gegen ist  0,2130498  eine  Zahl,  die  durch  Kürzung  entstanden  ist 
aus  einer  andern,  die  ^  0,21304975,  aber  <  0,21304980  ist,  während 
bei  der  gewöhnlichen  Art  der  Kürzung  0,3143527  aus  einer  Zahl 
^0,31435265  aber  <  0,31435275  entstanden  wäre. 

Man  kann  die  Grenauigkeit  der  Rechnung  erhöhen,  wenn  man  die 
vernachlässigten  Stellen  summarisch  berücksichtigt. 

Sei  nämlich  A  ein  Näherungswerth  von  a  ohne  Correction,   so 

5                                        .11. 
ist  offenbar  A  -\ nr  von  a  um  weniger  als verschieden,  man 

'     10"  +  ^  ^  2    10"  ' 

hat  also  einen  höchstens  halb  so  grossen  Fehler  als  bei  A,  ohne 
dass  man  freilich  dessen  Zeichen  kennt.  Mau  erreicht  also  die  näm- 
liche Genauigkeit,  wie  wenn  man  corrigirt  kürzt.  Beim  Gebrauch 
der  Striche  kann  man  die   Genauigkeit  verdoppeln,  indem  man  bei 

nicht    überstrich  euer    letzter    Stelle    bei    A    noch ,    bei    über- 

4    10"' 

strichener beifügt,  wodurch  der  Fehler  zwar  seinem  Zeichen 

4    10"  ^  ' 

nach  nicht  bestimmt,  aber  sicher  < ist. 

'  4    10" 

Von  diesen  Hilfsmitteln  dürfte  indessen  gelten,  was  Gauss  schon 

von   dem   Überstreichen   der  letzten   Ziffer  sagt  (Gauss   Werke  Bd.  3 

Seite  242  unten),  dass  man  nämlich  besser  thut  eine  Ziffer  weiter  zu 

gehen,  also  z.  B.  Logarithmen  mit  mehr  Stellen  zu  benutzen,  wenn 

man  mit  der  sonst  erlangten  Genauigkeit  nicht  zufrieden  ist. 


§  29.]  Das  Reebnen  mit  ungenauen  Zahlen.  G3 


§  29.    Formelfehler  und  Rechnungsfehler. 

Wenn  man  eine  Function  f{x,  y,  z,-  ■  •)  statt  mit  den  richtigen 
Werthen  a  -\-  a,  h  -^  ß,  c  -^  y  ■  ■  ■  der  x,  y,  z,  •  •  ■  mit  den  Näherungs- 
werthen  ahc  ■  •  ■  berechnet,  so  begeht  man  einen  Fehler 

f{a  -\-a,  h  +  ß,  c-^y,---)—  f(ahc  ■  ■  ■)  =  d. 

Wenn  man  weiter  f{ahc  ■  ■  •)  auch  nicht  genau  berechnet,  was 
ja  oft  ganz  unmöglich  ist,  sondern  auch  dafür  einen  Näherungswerth 
A  setzt,  so  begeht  man  einen  zweiten  Fehler 

f{ahc  •  •  •)  —  A  =  £, 
daher  hat  man 

f{a  +  u,  h  +  ß,  c  -{-  y  ■  ■  ■)  =  A  ^  d  ^  B, 

so  dass  die  Annahme,  A  sei  der  Functions werth,  den  Fehler  (5  -f"  ^ 
nach  sich  zieht.  Soll  eine  bestimmte  Annäherung  erreicht  werden, 
also  der  wahre  Werth  vom  Näherungswerth  um  nicht  mehr  als  t, 
verschieden  sein,  so  muss,  weil  die  Zeichen  meist  unbekannt  sind, 
I  d  -j-  £  I  <  ^  gemacht  werden;  d  hängt  nur  von  der  Wahl  der  Nähe- 
rungswerthe  ahc  ■  ■  •,  aber  nicht  vom  Rechenverfahren  ab,  während  e 
durch  das  letztere,  daneben  auch  durch  die  Werthe  der  ahc  ■  •  ■ 
bestimmt  wird,  aber  sich  beliebig  klein  machen  lässt,  wenn  überhaupt 
das  Rechenverfahren  einen  brauchbaren  Sinn  haben  soll.  Man  kann 
gewöhnlich  die  d  und  s  nicht  angeben,  sondern  nur  schätzen  dass  etwa 

\d\<ö'         I  £  I  <  f' 

ist.  Dann  bleibt  luir  übrig  ö'  -f-  f' <  ^  zu  machen.  Eine  bestimmte 
Lösung  dieser  Ungleichung  ist  entweder  zu  erreichen,  indem  man  die 
n^  h,  c,  •  •  •  so  bestimmt,  dass  ^ '  <  ^  wird.  Mit  den  gefundenen  Werthen 
möge  sich  dann  d'  =  Öq  ergeben.  Dann  richtet  man  das  Recheuver- 
fahren  so  ein,  dass  e  <i  t  —  ^o  wird.  Oder  aber  man  muss  eine 
weitere  Bestimmung  hinzunehmen,  wie  z.  B.  die,  dass  die  Rechnung 
mit  dem  möglichst  kleinen  Aufwand  an  Zeit  oder  Zahlen  zum  Ziele 
führt.  Sonst  kann  man  natürlich  auch  die  Ungleichung  erfüllen, 
indem  man 

macht,  wo  ^'  nur  <  ^  zu  sein  braucht,  aber  sonst  willkürlich  ist.  Es 
kann  durch  die  Umstände  bedingt  sein,  dass  die  Ungleichung  d'  <C  ^ 
einen  kleinen  Werth  von  Öq  mit  sich  führt  und  die  Erfüllung  der 
Ungleichung  «'  <  ^  —  Öq  dann  durch  ein  verhältnissmässig  grosses  s' 
erfolgen  kann  (vgl.  unten  §  32).    In  diesem  Fall  würde  die  Rechnung 
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die  Genauigkeit  der  Formel  niclit  erreichen,  so  dass  diese  Genauigkeit 
gar  niclit  zur  Geltung  käme.  Andererseits  hat  es  auch  keinen  Zweck, 
die  Rechnung  so  genau  zu  führen,  dass  s'  nur  ein  kleiner  Bruch theil 
von  ö'  wird.  Man  wird  also  vielleicht  den  willkürlichen  Compromiss 
dahin  schliessen,  dass  man  strebt  durch  die  Rechnung  die  Genauigkeit 
der  Formel  nicht  wesentlich  zu  verringern.    Dies  wird  z.  B.  erreicht, 

wenn  man  f '  <  -t^  macht,  so  dass  der  ganze  Fehler  <  —  Öq   wird. 


§  30.    Die  Festsetzung  der  Genauigkeit. 

Man  kann  die  Genauigkeit,  die  bei  der  Berechnung  eines  Werthes 
angestrebt  werden  soll,  in  verschiedener  Weise  vorschreiben.  Die 
einfachste  und  sicherste  Art  ist  die,  zu  verlangen,  dass  der  Fehler, 
der  mit  dem  Näherungswerth  a  verbunden  ist,  <  ^  sei,  wo  ^  z.  B. 
irgend  eiae  Potenz  von  10  ist.  Man  schreibt  aber  auch  zuweilen 
vor,  dass  die  Ziffer  eines  bestimmten,  z.  B.  des  n^^^  Ranges  in  a 
sicher  sei,  d.  h.  dass  eine  auf  mehr  als  n  Stellen  geführte  Rechnung 
beim  Abkürzen  jene  «*®  Stelle  nicht  ändere.  Bezeichnet  man  mit  d 
den  grössten  Fehler  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen  der  bei  a  vor- 
kommen kann,  so  kann  jene  Forderung  nur  heissen,  dass  in  den 
beiden  Zahlen  a  —  d  und  a  -\-  ö  die  Ziffer  7i^^^  Ranges  die  nämliche 
wird,  wenn  man  nach  der  Stelle  n*^^  Ranges  abbricht  und  corrigirt. 
Jedenfalls  muss,  damit  dies  der  Fall  sei,  die  Rechnung  so  geführt 
werden,  dass  d  <  10"  ist.  Dies  reicht  aber  nicht  hin,  sondern  es 
liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  man  vor  ausgeführter  Rechnung 
gar  nicht  sagen  kann,  ob  die  Ziffer  9^'^"  Ranges  in  a  —  d  und  a  -\-  d 
die  nämliche  sei,  auch  wenn  d  bedeutend  kleiner  als  10"  ist.  Hätte 
man  z.  B.  bei  einer  Berechnung  von  ti  gefunden  3,141  592  653  mit 
einem  möglichen  Fehler  von  20  Einheiten  der  letzten  Stelle,  so  wäre 

a~d  =  3,141  592  633  =  3,1415926 
«  -f-  (5  =  3,141  592  673  =  3,1415927, 

also  die  siebente  Stelle  nicht  sicher. 

Bei  der  Berechnung  von  Tafelwerthen  macht  die  genaue  Fest- 
setzung der  letzten  Stelle  oftmals  grosse  Rechnungen  nöthig.  So 
erwähnt  z.  B.  Bremiker  (Logarithmorum  VI  decimalium  nova  tabula 
Berolineusis.  Berlin  1852,  Seite  16),  dass  bei  einigen  Logarithmen 
die  sechste  Stelle  nur  durch  Berechnung  bis  zu  15  Stellen  gesichert 
werden  konnte.  Wenn  man  die  Ziffer  w*®"  Ranges  sicher  haben  will 
und  man  rechnet  so,  dass  der  Fehler  <  10""^,  indem  man  die  Ziffern 
(n  —  1)*®°  Ranges  noch  mit  berechnet,  so  hat  man  folgende  Tabelle. 
Ist  die  Ziffer  (n  —  1)*''''  Ranges  in  a 
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01234567     H     9 
so  ist  in  «  —  d 

—  1     0     1     2     3     4     5     6     7     8 
und  in  a  -\-  d  '■■  { 

1234:56789     10 

In  den  ersten  vier  Fällen  bleibt  die  Ziffer  w**"*  Ranges  ungeändert 
sowohl  in  «  —  d  als  a  -\-  ö,  in  den  vier  letzten  Fällen  ist  sie  beide 
Mal  zu  erhöhen;  in  den  beiden  mittleren  Fällen  ist  sie  in  a  —  d  nicht 
zu  erhöhen,  dagegen  in  a  -\-  d  zu  erhöhen,  so  dass  also  nur  in  zwei 
Fällen  Unsicherheit  übrig  bleibt.  Man  wird  also  ungefähr  in  %  aller 
Fälle  die  Ziffer  w*^°  Ranges  genau  haben  durch  Befolgung  der  obigen 
Regel  und  in  %  der  Fälle  noch  weiter  rechnen  müssen. 

Da  man  ja  die  Fehler  nicht  genau  angeben  kann,  muss  man  sich 
mit  einer  Schätzung  begnügen  und  zufrieden  sein,  wenn  man  eine 
obere  Grenze  finden  kann,  die  der  absolute  Betrag  eines  Fehlers  nicht 
übersteigen,  ja  gewöhnlich  nicht  einmal  erreichen  kann.  Ist  die  Zahl 
a,  so  möge  für  diese  obere  Grenze  das  Zeichen 

F{a) 

eingeführt  werden,  das  sozusagen  als  Functionszeichen  dient.  Selbst- 
verständlich ist  dieses  F(a)  in  gewisser  Weise  willkürlich.  Denn 
wenn  der  Maximalfehler  von  a  kleiner  als  0,001  ist,  so  ist  er  auch 
<  0,01  und  man  könnte  F{a)  =  0,01  ebenso  gut  schreiben  wie 
F{a)  =  0,001.  Aber  man  wird  natürlich  F{a)  so  klein  als  möglich 
wählen  und  so,  dass  die  vorkommenden  Ungleichungen  nicht  zu  com- 
plicirt  werden  und  sich  zu  bequemer  xA.uflösung  eignen. 

§  31.    Addition. 

Wir  betrachten  nun  zunächst  die  vier  Species.  Die  Addition 
und  Subtraction  erledigt  sich  sehr  einfach.  Sind  die  Zahlen  a,  b,  c,-  ■■ 
mit  den  Fehlem  u,  ß,  y,  ■  •  ■  behaftet,  so  ist  die  Summe 

s  =  a-\-b-\-c-\---- 

mit  dem  Fehler  a  -\-  ß  -\-  y  -\-  ■  ■  ■  behaftet.  Daraus  folgt  für  die 
Maximalfehler 

F^s)  =  F{a)-j-F{b)-j-F{c) -{-•... 

Um  F(s)  unter  eine  gewisse  Grenze  d  herunter  zu  drücken,  wird 
man  jeden  der  Fehler  F(a),  F(b)  •  •  •  <  -  machen,  wenn  jj  die  Anzahl 
der  Summanden  ist. 

Sei  z.  B.  Y'd  -\-  ]/4  4"  V^  +  j/ö  auf  5  Decimalen  genau  zu  be- 
rechnen, so  dass  also  der  Fehler  <  . -„  ist,  so    hat    man   den   Fehler 

Lüroth,   uumerigc'hes  Rechnen.  Ö 
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eines  jeden  Summanden  <  - — —-^  zu  machen.   Dies  ist  sicher  der  Fall, 

1     .  . 
wenn  er  <  -^  ist. 

Besondere  Vorsicht  ist  anzuwenden,  wenn  positive  und  negative 
Zahlen  zu  addiren  sind,  deren  Summe  wesentlich  kleiner  ist  als  jeder 
der  Posten,  weil  dann  der  absolute  Fehler  zwar  klein,  aber  das  Ver- 
hältniss  des  Fehlers  zum  Näherungswerth,  der  sog.  relative  Fehler, 
gross  sein  kann.  Wenn  man  z.  B.  "(/3  —  "/ö  nach  der  gewöhnlichen 
Methode  auf  drei  Decimalen  entwickelt,  folgt 

ys  =  1,732,    i/5  =  1,709 

beide  zu  klein  und  mit  einem  Fehler,  der  <  Tq?  ist;  die  Differenz  ist 

0,023    mit    einem    Fehler    zwischen    —  -^  und  -f-  -^ ,   so    dass    der 

Werth  zwischen  0,021  und  0,023  liegt.     Der  vierstellige  Logarithmus 
würde  also  zwischen  8,3222  —  10  und  8,3617  —  10  liegen.     Oder  es 

ist  ]/63  =  7,9373,  ^  =  7,9365,  beide  mit  einem  Fehler  <  ^-    Die 

Differenz  /ßS  —  ^  =0,0008  hat  also  den  Fehler  ^  =  ^^^^^  ^ahl 

liegt  zwischen  0,0007  und  0,0009.    Hier  würde  der  vierstellige  Loga- 
rithmus  zwischen   6,8451  —  10   und    6,9542  —  10   liegen,  also   sehr 

unsicher  sein  und  der  relative  Fehler   ist  —  • 

O 

Man  muss  bei  den  Formeln  ganz  besonders  auf  das  Vorkommen 
solcher  Fälle  achten  und,  wenn  möglich,  sie  durch  Umformungen  un- 
schädlich machen. 

Ist  z.  B.  log  (1  — cos  qp)  zu  berechnen  für  den  Winkel  (p  =  3^10', 
so  ist  cos  q)  =  0,9985,  daher  1  —  cos  cp  =  0,0015.  Da  der  Fehler 
hier  %  Einheit  der  letzten  Stelle  ist,  liegt  1  —  cos  95  zwischen 
0,00155  und  0,00145  und  der  Logarithmus  zwischen  7,1903  —  10 
und  7,1614  —  10,  ist  also  sehr  unsicher.    Statt  dessen  berechnet  man 

besser  log  2  sin^  ~,  wodurch  man  findet  (log  sin  ^  =  8,4414) 

log  2  =  0,3010 

log  sin^  I  =  6,8828  —  10 


7,1838  —  10 

113.. 
wobei  der  Fehler  -   -|-  2  •  —  :=  —  Einheiten  der  letzten  Stelle  ist. 
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§  32.    Berechnung  von  e. 

Als  grösseres  Beispiel  sei  betrachtet  die  Bestimmung  der  Zahl  e, 
der  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen,  auf  eine  bestimmte  Anzahl 
Stellen,  z.  B.  so,  dass  die  zehnte  Decimalstelle  sicher  ist. 

Hier  ist  zunächst  die  Frage,  wie  viele  Glieder  der  unendlichen 
Reihe  zu  summiren  sind,  um  diese  Genauigkeit  zu  garantiren.  Behält 
man  p  -\-  1   Glieder  bei  und  setzt 


^=l-fl+^  +  --+^V 


so  ist  der  Fehler 


p F  =        ^        _j_        ^        4-  .  .  .    =  t 

(p+  1)!  ^  (p  +  2)!  ^         •         ^ 


Er  ist  hienach 
Schreibt  man 


und  beachtet,  dass  die  Zahlen  p  -\-?>,  p  -|-  4,  •  ■  •  alle  >  p  -)-  -   sind, 
so  folgt 

die  Reihe  ist 

= ; —  =         ,  ,  also  e  —  E  <C  -, — rrvb — r^\  ==  Sa  • 

P+2 

Zu  diesem  Fehler  kommt  noch  der  Fehler  hinzu,  der  entsteht 
durch  die  Berechnung  der  Reihenglieder.  Diese  geschehe  bis  zu  den 
Stellen  ( —  nf^^  Ranges  incl.     Dann  begeht  man  bei  der  Berechnung 

von  —  einen  Fehler  £„ ,  der  < t-t  ist,  so  dass 

3  !  37  ^  10"  +  ^ 

_  =  «3   4-  £3 

ist.     Daraus  folgt  j-,  =  -r  ~\~  ~I  y  ^^^  wenn  man  ^  =  ^U  ~\~  ^1  setzt, 
wo  «4  die  auf  n  Stellen  abgekürzte  Zahl  ist,  so  wird 

^  =  «4  +  ^4  +  T  =  "4  +  h 

^10"+^  10"  +  ' V  4;^    3    10"  +  ' 

5* 
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Weiter  ergibt  sich  dann 

57  =  «5  +  «5  +  y  =  «5  +  «5 
mit  leichtverständlicher  Bezeichnung,  und  hier  ist  £5'  <  — ^q^y  /  5  -(-  ;^  ) 

< — -  •  —  •     Ist  allgemein 

—  =  a,  +  £/ 

gefunden  mit  f/  <  -^ ^^ ,  so  wird 

und  dabei  wird 

^        1        (-     ,  20       ] 

^*  +  i<lO«  +  il''^"3(2  +  l)J- 

Es   ist   aber  15 (g  +  1)  +  20  ^  20(g  +  1),  wenn  g  ^  3,  daher 
hat  man  allgemein  für  jedes  q,  auch  für  q  =  3, 


20 


1  1       ,  ,  / 


,«  +  1 


Wenn  man  also  für  die  Summe  tt  +  '  '    H \  ^^^   andere  %  -f 

«4  ~l~  ■  ■  ■  H"  '^i'  setzt,  so  begeht  man  einen  Fehler  d,  der  höchstens 


=  ü>-2)^;^  =  *. 


20        1 
3    10" 

ist. 

Wenn  man  also  statt  der  unendlichen  Reihe  die  endliche  und  für 
die  genauen  Brüche  die  abgekürzten  nimmt,  so  begeht  man  einen 
Fehler,   der  höchstens  gleich   ^^  +  ö^  ist.     Will  man    also    10  Deci- 

malen   sicher  haben,    so    wird    es    sich    empfehlen    ^2  4"  ^1  <^  tk\\  ^^ 

machen.     Um  diese  Ungleichung 

jj  4-  2 ,    20    jj  —  2        1 

(i^+  l)!(iJ  +  1)  "^    3   ■  10»+ 1  ^  10" 

in   möglichst    kleinen    Zahlen    zu    erfüllen,    rechnet    man    zuerst    mit 
Logarithmen   von  wenig,  z.  B.  3,  Stellen   eine   Tabelle   der  Function 

^        für  die  niedrigsten  Werthe  von  q.    Ein  Theil  dieser  Tabelle  ist 
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2 

10 

3,482  —  10 

11 

2,436  —  10 

12 

1,356  —  10 

13 

0,239  —  10 

14 

9,091  —  20 

15 

7,913  —  20 

16 

6,707  —  20 

Die  Ungleichung  kann  also  nur  dann  erfüllt  werden,  wenn 
p  +  1  >  15  ist,  d.  h.  man  muss  mindestens  ^)  =  14  nehmen.  Für 
p  ==  14  lautet  die  Ungleichung 

80         ,     1 


8,19 

10**         10 


«+l<ioii 


Man  sieht,  dass  w  =  12  mindestens  zu  nehmen  ist.  Man  hat  also  die 
einzelnen  Reihenglieder  auf  12  Decimalen  zu  berechnen.  Das  Resultat 
ist  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt,   die   zum  Argument  q 

die  Function  —  liefert. 
2! 


2 

1 

2! 

0 

1 

1 

1,000 

000 

000 

000 

2 

0,500 

3 

0,166 

666 

666 

667 

— 

667 

4 

0,041 

666 

666 

667 

— 

667 

5 

0,008 

333 

333 

333 

+ 

333 

6 

0,001 

388 

888 

889 

— 

889 

7 

0,000 

198 

412 

698 

+ 

841 

8 

0,000 

024 

801 

587 

+ 

730 

9 

0,000 

002 

755 

732 

— 

192 

10  0,000 

000 

275 

573 

+ 

319 

11 

0,000 

000 

025 

052 

+ 

211 

12 

0,000 

000 

002 

088 

— 

768 

13 

0,000 

000 

000 

161 

— 

059 

11 

0,000 

000 

000 

012 

— 

147  1 
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Die  Summe  dieser  15  Glieder  ist 

e'=  2,718  281  828  459. 

Was  nun  die  Genauigkeit  dieser  Zahl  angeht,  so  ist  oben  gezeigt, 
dass  der  Fehler  i>ti  und  d  >  —  d^,  also  der  Fehler  >  ^i  —  ^i- 
Andererseits  ist  er   aber  <  ^2  +  »^i  •     ^^^  findet 

^,  =  j^     =  0,000  000  000  OOOj  7  7 

^2  =  lETiS  =  0,000000  000000182 

,J^  =  0,000  000  000  008|0. 

Also  ist  der  Fehler  >  —  0,000  000  000  0072,  aber  <  0,000  000  000  0089 
und  e  liegt  zwischen  2,718  281828  451  und  2,718  281828  468,  so 
dass  6  =  2,718  281828  5  sicher  bis  zur  zehnten  Stelle  richtig  ist. 

Man  kann  den  begangeneu  Fehler  noch  genauer  schätzen,  wenn 
man  auf  die  Vorzeichen  der  Fehler  e  Rücksicht  nimmt,  die  in  der 
dritten  Spalte  der  obigen  Tabelle  durch  -|-  und  —  angedeutet  sind. 
Man  sieht,  dass   7   negative  und  5  positive  Fehler   da   sind.     Daher 

ist  (5  >  —  7  •  -  •  — r^  aber  <  5  •  -  •  — ^ ,  also  sicher 


>  — 0,000  000  0000050 


aber 


<  0,000  000000  0034, 

womit  sich  der  Gesammtfehler 

>_  0,000  000  000  0043 
und 

<  0,000  000  0000043 
berechnet. 

Immerhin  sieht   man,   dass   bei    der  Annahme   n  =^  12    die  Un- 

80 
Sicherheit  der  Rechnung  — jg  etwa  zehn  Mal  so  gross  ist  als  die  Un- 

8  2 

Sicherheit  der  Formel  — V5 ,  dass  also   die  Feinheit  der  Formel  so  zu 

sagen  verdorben  wird  durch  die  Rechnung.  Man  wird  also  besser 
nach  den  oben  §  29  entwickelten  Grundsätzen  n  so  gi-oss  nehmen, 
dass  der  Rechnungsfehler  etwa  y^^  des  Formelfehlers  wird.  Für  n  =  14 
tritt  dies  ein,  die  zwölfte,  dreizehnte  und  vierzehnte  Decimale  sind  in 
der  vierten  Spalte  der  obigen  Tabelle  angeführt  und  damit  wird  der 
ganze  Fehler 

<H.^<_L<J_. 
10   10^^     10^^     10^^ 

Als  Summe  ergibt  sich  dann 

2,718  281828  45823. 
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Hier  ist 


daher  e  zwischen 
und 


^j  _  d^  =  0,000  00000000069 
^2  -f-  dl  =  0,00000000000096, 

2,718  28182845892 


2,718  281828  45919, 
so  dass  6  =  2,718  281828  459  bis  auf  die  letzte  Ziffer  richtig  ist. 

§  33.    Multiplication. 

Wenn    man    das    Product    der    zwei    genauen    positiven  Zahlen 

A  =  a  A^  a,  B  =  h  -\-  ß  durch  das   der  genäherten  a  und  h  ersetzt, 

begeht  man  einen  Fehler  =  bu  -\-  aß  -\-  aß.  Hieraus  folgt  der  re- 
lative Fehler  des  Products 

ba  4-  aß  4-  aß  ^    i     ^     i     :^     ß 

ab  a     '     b  ~^  a      b 

Diese  relativen  Fehler  — ,  ~  der  Factoren  sind  gewöhnlich  sehr  klein 

und  man  kami  näherungsweise  ihr  Product  fortlassen,  ohne  einen 
gi'ossen  Fehler  zu   begehen.     Dann    wird   der  relative  Fehler  von  ah 

gleich \~  ]7  <^-  b.  gleich  der  Summe  der  relativen  Fehler  der  Fac- 
toren. Man  kann  dies  leicht  verallgemeinern  zu  dem  Satz:  Der  rela- 
tive Fehler  eines  Products  ist  näherungsweise  gleich  der  Summe  der 
relativen  Fehler  der  Factoren, 

Führt  man  für  die  maximalen  Fehler  a  und  8    —  =  a',  i-  =  3' 

ein,  so  wird  der  maximale  Fehler  des  Products  ah  gleich  ah(cc'  -\-  ß'). 
Dieses  Fehlers  wegen  wird  man  ah  nicht  genau  berechnen,  sondern 
sich  mit  einer  Abkürzung  p  begnügen,  deren  Fehler  mp  sei.  Dann 
ist  der  gesammte  Fehler 

{u   -\-  ß'  -\-  m)p. 

Man  wird  etwa,  wie  früher  angenommen, 

«'4-ß' 


m 


10 


setzen,  so  dass  dann,  wenn  AB  mit  p  vertauscht  wird,  der  Maximal- 
fehler F{ah)  =^p{a'  -\-  ß')  wird. 

Mit  Hilfe  der  obigen  Formeln  soll  nun  der  Fehler  berechnet 
werden,  der  bei  Multiplication  von  mehreren  Grössen  zu  fürchten  ist. 
Es  seien  «i,  «2,  •  •  •  a„  die  Näherungswerthe  der  Factoren,  «i,  a-y,  •  •  •  a« 

deren   Maximalfehler;  die  relativen  Fehler  — ,  -^ ,  ■  •  ■ —  seien   bezw. 
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mit  «1,  «2;  •  •  •,  K>„  bezeichnet.  Man  recline  dann  das  Product 
^1%  =^2^2  7  wobei  der  relative  Fehler  der  Rechnung  höchstens  m^  sei. 
Dann  ist  bei  p^  der  relative  maximale  Gesammtfehler  co^  -f~  ^2  ~f~  "^^h- 
Um  nun  den  dritten  Factor  «3  beizufügen,  multiplicirt  man  p^ 
mit  ttg.  Dabei  ist  wegen  der  Fehler  von  2h  ^^^  ^3  ^^^r  relative 
Fehler  03^  -]-  Wg  +  «3  -j-  m^  zu  fürchten  und  daher  2^2  ^3  i^ur  so  genau 
zu  berechnen,  dass  der  relative  Fehler  m^  begangen  wird.  Dieses  so 
abgekürzte  Product  p^a^  =  P3  tat  dann  den  relativen  Gesammtfehler 

«1  +  «2  +  »3  +  »^2  4-  »h- 

Wenn  nun  mit  a^  multiplicirt  werden  soll,  bildet  man  p^a^  und 
kürzt  so  ab,  dass  der  entstehende  Werth  höchstens  um  m^  relativ 
sich  vom  wahren  unterscheidet,  wodurch  der  relative   Gesammtfehler 

f^i  -^  ^2  ~h  ^3  ~\~  ^i  ~\~  ^^h  ~\~  ^^h  ~\~  ^^h  wird. 

Indem  man  so  weiter  geht,  wird  bei  n  Factoren  der  Gesammt- 
fehler Gj^-{-  (o^-\ 1-  03«  -f-  ^2  +  ^%  H h  ^^»  oder  kürztet)  -\-  ^m. 

Da  ^co  der  nicht  zu  vermeidende  Fehler  ist,  wird  man  den  von  der 
Rechnung  abhängigen  Fehler  ^m  nicht  zu  Null  machen,  indem  man 
jede  einzelne  Multiplication  genau  ausführt,    sondern  man  wird  die 

Rechnung  so  einrichten,  dass   ^tn  etwa  =  —  ^<a  wird. 
Es  werde  z.  B.  angenommen 

]/2  =  1,414, 
1/5  =2,236, 
yiÖ  =  3,162, 

wobei  einfach  die  folgenden  Stellen  fortgelassen  sind.  Hier  ist  der 
wirkliche  Fehler  <  0,001,  daher  der  relative  Fehler  von  allen  drei 
Zahlen  <  0,001.  Sind  diese  drei  Zahlen  zu  multipliciren,  so  ist  der 
relative  Fehler  des  Products  =  0,003,  also,  da  das  Product  =10  ist, 
der  wirkliche  Fehler  =:0,03.  Man  wird  hier  mg  +  Wg  <  0,0003,  also  etwa 
mg  =  mg  <  0,0001  machen.  Das  Product  von  ]/2  •  ]/5  ist  dann  so 
genau  zu  rechnen,  dass  der  relative  Fehler  höchstens  =  0,0001,  der 
absolute  Fehler  <  0,0001  wird.  Man  wird  also  die  fünfte  Decimale 
fortlassen  unter  Correction  der  vierten.  Das  so  erhaltene  Product 
ist  dann  weiter  mit  ]/lO  zu  multipliciren  mit  der  Genauigkeit,  dass 
der  Fehler  relativ  <  0,0001,  also  absolut  <  0,001  wird. 

Mit  Benutzung  der  Rechentafeln  von  L.  Zimmermann  hat  man 

1,414  •  2,2      =  3,1108 
1,414-0,036=       509 

y2  •  1/5  =  3^61 7 

Dann  hat  man  weiter 
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3,162  •  3  =  9,480 

3,162  •  0,16      =  •  50592 
3,162    0,0017  =  .     -53754 

y2  •  1/5  •  yiO  =  9,9972954 

Der  Fehler  ist  0,0027. 

Als  ein  anderes  Beispiel  sei  zu  berechnen  ()/2)  =  4.  Als  Nähe- 
rungswerth  nehme  man  )/2  =  1,25.  Die  Wurzel  liegt  zwischen  1,25 
und  1,26  (sie  ist  =  1,2599  •  •  •).    Daher  sind  aUe  co  hier  =  —  •    Der 

relative  Fehler  wird  dann  -tt  =  0,048  und  man  wird 


m^  -f-  *"3  +  •  •  •  +  ^'V,  <  0,005 

machen.  Der  gesammte  relative  Fehler  wird  dann  0,053  und  der 
wirkliche  Fehler  etwa  0,2. 

Die  directe  Multiplication  von  1,25  =  ^  liefert 
(1/2)«=^  =  3,81, 

so  dass  der  Fehler  0,19  ist. 

Die  gefundenen  Formeln  dienen  auch  zur  Beantwortung  der 
Frage,  wie  gross  höchstens  co  sein  darf,  wenn  man  im  Product  eine 
bestimmte  Genauigkeit  erreichen  soll. 

Sei  z.  B.  das  Product 

y6-]/l5->/35-l/l4 

so  zu  berechnen,  dass  der  Fehler  <  0,0001  ist.  Das  Product  ist 
=  2  •  3  •  5  •  7  =  210.  Sind  die  4  Fehler  a  und  die  3  Fehler  m 
einander   gleich,   so   ist  der  absolute  Fehler  =  210(4«  -j-  3m),  also 

wenn  man  3m  =  ^  macht,  =  210  •  ^  =  924«.  Er  wird  <  0,0001, 
wenn  a  <  0,0000001. 

Wäre  bei  den  einzelnen  Wurzeln  der  Fehler  wesentlich  grösser, 
z.  B.  eine  Einheit  der  ö*®"*  Decimale,  so  würde  man  finden 

209,9995 
und  der  Fehler  wäre  grösser  als  die  angegebene  Grenze. 
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§  34.    Die  abgekürzte  Multiplication. 

Die  Multiplication  von  zwei  ungenauen  Zahlen,  die,  wie  wir 
sahen,  nur  bis  zu  einer  gewissen  Genauigkeit  getrieben  zu  werden 
braucht,  geschieht  am  besten  nach  dem  symmetrischen  Verfahren 
(§  7)  folgendennassen.     Es  seien  die  beiden  Zahlen 

&  =  Kg"  +  h^~^  +  h9'-'  -\ — 

zu  multipliciren,  wo  die  «o^i^2  '  '  '?  ^o^i^2  "  '  "  Ziffern  vorstellen  und 
g  wie  früher  die  Grundzahl  des  Systems  ist.  Wenn  die  Rechnung 
soweit  getrieben  wird,  dass  bei  der  symmetrischen  Multiplication 
die  Glieder 

cf+i-'-{aol?.  +  ai&;.-i  H h  «A&ol 

mitgenommen  werden,  die  folgenden  aber  nicht  mehr,  so  fragt  es 
sich,  wie  gross  der  begangene  Fehler  ist.  Die  nächstfolgenden  Glieder 
sind: 

^i^+s-/--i{ao&;.  +  i  +  üih.  +  ■  ■  ■  -\-  a}M  +  a;.+iZ>o} 

und  daher  kleiner  oder  höchstens  gleich 

{g  —  l)(7^+5-^-i{ao  +  «1  +  «2  H h  «/.+i}, 

weil  die  ?)o,  •  •  •■  ^'z.  +  i  alle  ^g  —  1  sind.  Bezeichnet  man  daher  die 
Quersumme  der  Zahl  a  durch  q{ci)  wie  oben  im  §  6,  so  wird  um 
so  mehr  jene  Summe 

<{g—l)gr>+i-^-^Ci{a) 

werden.     Die  folgenden  Glieder  sind  entsprechend  kleiner  als 

{g  -  r)g^+^-'-'q{a),   ig  -  l)^^+^^-^-2?(«),  •  •  • . 
Die  ganze  vernachlässigte  Summe  ist  folglich 

<isi-  \)g^'^'^-'-'(i{a)  { 1  +  ^1  +  5,-2  +  .  .  . } 

oder  höchstens  C[{a)  Einheiten  des  i^p  -\-  q_  —  A)*®°  Ranges.  Ebenso 
findet  man,  dass  der  Fehler  höchstens  qQ))  Einheiten  des  nämlichen 
Ranges  beträgt.  Man  kann  hiernach  A  so  be.stimmen,  dass  der  Fehler 
eine  bestimmte  Grösse  nicht  überschi-eitet.  Soll  z.  B.  ]/8^  •  j/öö  be- 
rechnet werden,  so  dass  der  Fehler  <  10~*  ist,  so  ist  der  relative 
Fehler  ==  2,2 co,    daher   der  wirkliche  Fehler   =  44 03   und   somit   ist 

CO  <  —  10""^  oder  etwa  <  10~''  zu  nehmen.     Die  Rechnung  liefert 

y^   =2,828427 

]/5Ö  =  7,071067 
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Der  absolute  Fehler  wird  dann  <  2  •  20  •  IQ-''  und  die  Multiplication 
ist     soweit     zu     treiben,     dass     der    hieraus     entspringende     Fehler 

<  ^  •  2  •  20  •  10-«  =  4  •  10-«^  ist. 

Nun  sind  die  beiden  Quersummen  33  und  28,  daher  der  Multiplications- 
fehler,  weil  p  =  q  =  0,  <  28  •  10-^-.  Somit  muss  28  •  10—^  ^4-10-« 
sein,  was  durch  A  =  7  erfüllt  ist.  Man  hat  also  die  Theilproducte 
vom  Range  —  7  noch  zu  berechnen  und  die  andern  fortzulassen.  Man 
findet  so 

Rang: 


1 

0 

—  1 

—  2 

—  3 

—  4  —5 

-ej-T 

1 

4 

1 

1 

5 

6 

2 

8 

1 

1. 

4 

5 

0 

8 

4 

1        4 

7 

8 

6 

1 

9 

9 

9 

9        9 

9 

5 

6 

Man  sieht,   dass  die  gewünschte  Genauigkeit  im  Übermaasse  erreicht 
ist.     In  Wirklichkeit  ist,   wie  die  weitere  Rechnung  zeigt,  der  Fehler 

'    ■  ^  ""     '  daher    der  Fehler  im 


bei  |/8  ungefähr  -^,    der  bei  ")/50  etwa       ,, 

Product  T,      '^     =  — y ,   dazu   kommt  der  Multiplicationsfehler 

-^ ,  also  der  ganze  Fehler  etwa  tt^?  ;    während    er  oben   sich   zu  —, 

zeigt. 

Um  die  Multiplication  in  der  angegebenen  Weise  bequem  aus- 
zuführen, kann  man  entweder  den  schon  im  §  7  empfohlenen  Streifen 
verwenden,  mit  dessen  Hilfe  man  die  Terme  im  abnehmenden  Stufen- 
range findet.  Oder  man  stellt  die  beiden  Zahlen  untereinander,  den 
einen  Factor  in  der  richtigen  Schreibweise,  den  andern  verkehrt  ge- 
schrieben, so  wie  man  ihn  auf  den  Streifen  schreiben  würde,  und 
zwar  derart,  dass  wenn  man  sich  die  Potenzen  von  10  mit  ge- 
schrieben   dächte,    das    Product    der    untereinander    stehenden   immer 


10^+^ 


wäre.     Also  in  der  Weise: 
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•  •  ■  +  h+rg^-'-^  +  h/ß-^-  +  h_,ß-^-+^  +  •  •  •  +  hö"- 
Oder  ohne  die  Potenzen  von  g  geschrieben 


ÜQa-^a^  •  ■  ■ 

»;.«;.  +  !•  •  •  , 

•  •  •  h^ihyhx-i  • 

•■&o---. 

nn  die  Producte 

{a^gp  +  a,gp-^  +  ■  ■ 

•  •  +  a}r-')\g'' 

+  («05^^  +  «1^^-'  +  •  • 

■  +  a;._ir/^-^-  +  0^;7'^-^ 

{%ff  +  •  • 

•  +  a,^2g^-'-+')hg'^-' 

a,g'  •  hß-\ 

so  hat  man  gerade  alle  Theilproducte,  die  man  nach  dem  Vorigen 
braucht.  Ohne  die  Potenzen  von  g,  in  der  gewöhnlichen  dekadischen 
Art  geschrieben,  hat  man  also  zu  bilden  die  Producte 

(«0  •  •  •ax-2ax-i)X  h, 


aoXh, 

welche    Producte    man    so    untereinander    setzt  und   addirt,    dass   die 
Ziffern  des  niedrigsten  Ranges  untereinander  zu  stehen  kommen. 
Im  Beispiel  würde  man  schreiben  und  rechnen 

28284270 
7601707 
197989890  =  28284270x7    . 

0  =  2828427  x  0 

1979894  =  282842  x  7 

28284  =  28284  x  1 

•••0=  2828x0 

1692  =  282  X  6 

196  =  28  X  7 

19,9999956 
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§  35.    Die  Division. 

Mit  den  nämlichen  Bezeichnungen  wie  oben  §  33  ergibt  sich  bei 

a  A 

der  Division,  dass  wenn  man  -j-  für  ^  nimmt,  man  den  Fehler 

«6  —  ßa  T    a         b 

=  ah  T-r, 


Hb-\-ß)      "'"&(&  +  « 

begeht.  Der  Maximalfehler  ist  also,  da  a,  ß  positiv  oder  negativ 
sein  können,  wenn  man  wieder  annimmt,  die  relativen  Fehler  seien 
höchstens  o, 

2to 


Ht)- 


b  —  hi 


Wenn  w  nicht  zu  gross  ist,  kann  man  dafür  ohne  grossen  Fehler 

-T-  2(0 

b 

setzen.     Die    Differenz    , — 2(o  =  - ist    durch    die    folgende 

1  —  W  1  ^  Cd  ^ 

kleine  Tabelle  gegeben: 


2  CO  Vi  —  £0 


1 

<x> 

0,1 

0,022 

0,01 

0,00020 

0,001 

0,000002 

0,0001 

0,00000002 

Wenn  man  dann  bei  der  Rechnung  dafür  sorgt,  dass  der  Fehler  bei 

der  Berechnung  von  -r-  kleiner  ist  als  y^^  des  obigen  Fehlers,  so  ist 

22       a 
der  Gesammtfehler  höchstens  etwa  rx  co  -i-  • 

10        h 

Die  Division  bis  zu  dieser  Genauigkeit  geschieht  am  einfachsten 
und  bequemsten  nach  der  Fourier'schen  Methode. 

Sei  z.  B.  -^7=  auf  vier  Decimalen  genau  zu  rechnen.    Der  Fehler  ist 
_  ]/50  ° 

<j^w-  I/t„=0,88w.     Soll   er  <  ^4    worden,    so    muss    m     etwa 

<  0,(X)01  sein,  so  dass  man  ]/8  und  "j/öÖ  mit  einem  Fehler,  der  höchstens 
eine  Einheit  des  4"=''  Ranges  beträgt,  berechnen  muss.    Man  hat  also 

)/8    =2,8284 

]/5Ö=  7,0711 

1/8 
zu  setzen.     Man   findet  so    ^-=^  =  0,39999  mit  dem  Fehler  von  einer 

>/50 

Einheit  ( —  5*®")  Ranges.     Die  Rechnung  ist: 
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282842  :  701711  =  0,39999 
210 
^728 
Corr.       ^ 
707 
630 
774 
Corr.        _66 
708 
630 


780 

Corr.  _15 

705 

630 


760 

Corr.  _8]^ 

669 

630 


39 


§  36.    reKLer  einer  Function. 

Die  Formeln  für  den  Maximalfehler  bei  der  Multiplication  und 
Division  sind  ganz  specielle  Fälle  eines  allgemeinen  Theorems. 

Sei  nämlich  eiiie  Function  f{x^,  x^,  •  ■  •,  cc„)  der  n  Variabeln 
x^,  x^,  ■  •  ■,  Xn  für  das  Werthsystem  x^  =  A^,  x^  =  Ä^,  ■  ■  ■,  Xn  ==  An 
zu  berechnen-,  sind  nur  die  Näherungswerthe  «j,  «,;  ^'s?  "  "  '?  ^» 
dieser  Grössen  bekannt,  deren  Fehler  A^^  —  ^'i  =  ^i;  A^  —  ^'2  ^«2>  ' ' ' 
sind,  so  begeht  man,  wenn  man  /'(%,  a^,  ■  ■  ■,  a„)  für  f{A^,  A^,  ■  •  •,  A„) 
setzt,  einen  Fehler  =f(ai  -\-  c^,  «2  ~\~  ^2? " '  ">  "«  4"  ^n)  — f  («u  ^2? " ' ';  ^«)- 
Sind,  wie  man  annehmen  muss,  die  a^,  a.2,  ■  ■  ■,  a„  sehr  klein,  so  kann 
man  nach  deren  Potenzen  entwickeln  und  erhält,  indem  man  nur  die 
Glieder  niedrigster  Dimension  beibehält,  für  den  Fehler  den  Ausdruck 


WO 


tlK^lf  ^2y  '  '  ')  ^3,    }       I2\^17  ^2'  '  '  ')  —  g^ 


gesetzt  ist.    Da  die  Fehler  a^,  a^,  ■  ■  ■  positiv  oder  negativ  sein  können, 
wird  der  Maximalfehler 

(1)        d,  ==  \f,(a„  a,,  .  .  .)  I  Fa,  +  \f,(a„  a,,  •  •  •)  |  Fa,  +  •  •  -. 

Dies   ist   aber   noch  nicht  der  ganze  Maximalfehler,   sondern  es  muss 
noch   dazu   treten   der  Fehler,  welcher  von   den  Ungenauigkeiten  .der 
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Berechnung  von  fiaiüo  ■  ■  ■  «„)  herrührt,  von  Uugenaulgkeiten,  die 
sich  gar  nicht  umgehen  lassen. 

Sei  dieser  grösste  Rechnungsfehler  mit  d._,  bezeichnet,  so  ist 
demnach  der  Gesammtfehler  im  Maximum 

(2)  Ff{(Ha,.-.a„)  =  d,-^d,. 

Der  Fehler  d,  lässt  sich  jedoch  dabei  nur  angeben,  wenn  man 
die  Art  der  Berechnung  der  Function  /'  näher  kennt.  Man  muss 
annehmen,  dass  er,  theoretisch  wenigstens,  unter  jede  Grenze  herunter- 
gedrückt werden  kann,  weil  man  ja,  weim  dies  nicht  der  Fall  wäre, 
die  durch  die  Function  /"  gegebene  Rechenvorschrift  gar  nicht  ver- 
wenden könnte.  Praktisch  aber  kann  die  zu  erlangende  Kleinheit 
durch  äussere  Umstände,  z.  B.  die  Anzahl  der  Decimalstellen  der  zu 
Gebote  stehenden  Tafelwerke,  begrenzt  sein.  Wenn  es  möglich  ist 
wird   man,   gemäss   den   in    §  29   entwickelten  Grundsätzen,   d.^   etwa 

=  —  dj  machen. 

Wenn  nicht  eine  Function  direct  zu  berechnen,  sondern  die  mit 
Hilfe  einer  Function  ({x^x-z  ■  ■  ■  a"„|)  gebildete  Gleichung 

(3)  f{ÄtA,---Än,Y)  =  Ä 

aufzulösen  ist,  während  für  Ä1Ä2  •  ■  ■  ÄnA  die  genäherten  Werthe 
GiOj  •  ■  ■  ünCi  vorliegen,  die  mit  den  genauen  Werthen  durch  die  Glei- 
chungen 

A-i  =  Ol  -\-  a^,  Ä-2  =  02  -\-  ci2,  ■  ■  ■  Ä  =  a  -\-  u 

zusammenhängen,  so  wird  man  zuerst  einen  Näherun gswerth  y  von 
Y  aus  der  Gleichung 

f{aia2  ■  •  ■  cintj)  =  a 

berechnen.  Wie  man  dies  machen  kann,  möge  hier  nicht  erörtert 
werden. 

Um  nun  den  Fehler  zu  schätzen,  den  man  begeht,  indem  man  y 
für   ¥=!/-{-  }j  nimmt,  berechnet  man 

f(a^  +  «1,  ^'2  +  «2;  •  •  •  «'.  +  «ro  y  +  V) 
und    vergleicht    dies    mit    a  -{-  a.      Bei    der    Berechnung    wird    man 
natürlich  auch  wieder  bei  den  ersten  Potenzen  der  a,  rj  stehen  bleiben. 
So  entsteht  die  Gleichung 

f{aia2  ■  ■  ■  ttnll)  -\-^ciifi{ih---a„y)  -\-  fn+iiai(to  ■  ■  ■  ciny)  ■  )]  =  a  -\-  u , 
wobei  wieder 

gesetzt  wurde. 

Die  Berechnung  von  f{((i(h  ■  •  •  "ny)  niid  der  Werthe  der  par- 
tiellen   Differentialquotienten   kann    aber    vielleicht    selbst    nicht   mit 
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absoluter  Genauigkeit  erfolgen,  sondern  es  wäre  möglicli,  dass  bei  der 
Berechnung  von  f  ein  Fehler  £,  bei  der  Berechnung  von  fi^fi,- ■•  fn  +  i 
bezw.  Fehler  £i,  £2,  •  •  •  f«+i  eintreten  könnten,  Fehler,  die  sich  ei'geben 
würden,  wenn  man  diese  Rechnungen  mit  feineren  Hilfsmitteln  als 
man  gerade  hat,  oder  absolut  genau  ausführen  würde.  Dann  wäre 
also  f{(i\ü-2  ■  ■  ■  ttny)  nicht  genau  =  «,  wie  man  es,  so  genau  es  die 
verfügbaren  Mittel  erlaubten,  gemacht  hat,  sondern  eigentlich  =  a  -f-  e. 
Und  während  für  fi{aia-2  •  •  ■  ünl}}  sich  bei  der  gewöhnlichen  Rechnung 
der  Werth  &,■  ergeben  haben  möge,  hätte  eine  feinere  h;  -j-  £,  geliefert. 
Die  letzte  Gleichung  würde  also  in  Strenge  sein 

£  -{-^aiihi  +  £,)  +  ri(pn  +  \  +  £«+i)  =  a 

und  sie  würde  strenge 

ergeben.  Da  man  aber  annehmen  muss,  dass  die  s,  wie  die  a  klein 
sind,  und  die  ganze  Rechnung  nur  eine  Schätzung  liefert,  kann  man 
im  Nenner  das  En  +  i  fortlassen  und  für  6,-  -j-  £,•  einfach  f,{aia2---any) 
schreiben.     Man  erhält  so 

und  daraus 

^    ^  -^  |/«  +  l(«l«2---«n2/)| 

Eigentlich  müsste  man  auch  bei  der  Berechnung  von  8^  in  For- 
mel (1)  die  genauen  Werthe  der  partiellen  Ableitungen  anwenden, 
aber  aus  demselben  Grunde,  der  in  dem  letzten  Falle  dies  uunöthig 
machte,  kann  man  auch  dort  darauf  verzichten. 

Beispiele  für  die  Anwendung  der  Formeln  (1),  (2)  und  (4)  dieses 
Paragraphen  werden  sich  im  folgenden  ergeben  (vgl.  besonders  §§  38, 
39  und  42). 


Sechstes   Kapitel. 

Die  Felller  bei  Benutzung  matliematisclier  Tafeln  von  kleiner 

Stellenzalil. 

§  37.    Die  Benutzung  von  Tafeln. 

Die  unvermeidlichen  Fehler  einer  Rechnung  werden  besonders 
erzeugt  durch  Benutzung  der  Tafeln  mathematischer  Grössen,  ohne 
die  eine  grössere  Rechnung  fast  nicht  möglich  ist.  Von  solchen 
Tafeln  kommen  vor  Allem  in  Frage  die  der  Logarithmen  der  Zahlen 
und  der  trigonometrischen  Functionen,  die  mit  4,  5,  6  und  7  Stellen 
sehr  verbreitet  sind.  Und  zwar  hat  man  die  Logarithmen  der  tri- 
gonometrischen Functionen  für  die  gewöhnliche  Winkelmessung  in 
Graden,  Minuten,  Secunden  und  für  die  decimale  Theilung  des  Qua- 
dranten. Auch  sechsstellige  Tafeln  für  die  sog.  natürlichen  Sinus 
und  Cosinus,  d.  h.  für  die  Zahlenwerthe  dieser  Functionen  sind  neuer- 
dings publicirt  worden  {Jordan,  Opus  palatinum;  Hannover  u.  Leipzig, 
Hahn'sche  Buchhandlung  1897),  hervorgerufen  durch  das  sich  verbrei- 
tende Rechnen  mit  der  Maschine. 

Alle  Tafeln  sind  gewöhnlich  so  eingerichtet,  dass  die  aufeinander- 
folgenden Argumente  die  constante  Differenz  h  haben,  die  manchmal 
in  verschiedenen  Theilen  verschieden  und  so  klein  ist,  dass  man 
linear  interpoliren  kann.  Ist  /"(.x)  die  dargestellte  Function,  a  ein 
Argumentwerth ,  zu  dem  die  Tafel  direct  den  Functionswerth  f'{a) 
liefert  und  ist  bei  der  directen  Intei-polation  /(«+'^)  gesucht,   wo 

z  >  0,    so    kann    man    stets    annehmen,    z   sei    <^  —   und   bei    fi  -\-  z 

zwischen   fia)  und  f(a  -(-  li),  bei  a — z   zwischen  f((i  — h)   und  f{({) 
interpoliren.     Man  hat  nun  die  Differenz 


ferner 
daher 


/•(«  +  h)  -  f[a)  =  ^,  =  hf'ia)  -f  -i'  r'(«)  + 


/•(«  +  z)-  f{a)  =  f(a)  +  zf'ia)  -f  ~  f"{a)  +. 


h 

Lüroth,   numeriaches  Rechnen. 
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Der  Fehler  der  linearen  Interpolation  ist   also,  abgesehen  vom 
Zeichen,  etwa 

fci)|r(«)|; 


da  Ä'  ^  —  ist,  ist  sein  Maximalwei-th 

yir»i. 

Für  f{a  —  d)  hat  man 

aa)-fia-h)  =  A'=nf'(a) 
und 


r(«)  + 


/■(«  -,)  =  f{a)  - 


z  A^ 


wobei  der  Maximalfehler  so  gross  wie  im  ersten  Falle  wird.  Mit 
Benutzung  der  beiden  Differenzen  z/^'  und  /i^  kann  mau  den  Maximal- 
fehler schreiben 

(1)  '^H^- 

Man  wird  also  auf  die  angegebene  Ai-t  bei  r  Decimalen  sicher 
iuterpoliren  können,  wenn  dieser  Werth  höchstens  etwa  10~'"~^  wird. 

Bei  den  Logarithmen  der  Zahlen  haben  wir  stets  li  =  \  und  für 
die  gi'össteu  Werthe  von  |z/j  —  z/^' |  folgende  Tafel: 


7j  =  1 
a 

—  ^/ 


SO  dass  der  Interpolationsfehler  sicher  höchsten  Vg  Einheiten  der 
letzten  Stellen  beträgt. 

Beim  Jordmi  sehen  Opus  palatinum  ist  bei  h  ^  10"  die  z/j  —  z/^' 
der  6^^^  Stelle  unmerklich. 

Bei  den  Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen  ist  für 
7  Decimalen  im  Intervalle  von  5"  bis  85®  h=  10",  z/j  —  z//  höchstens 

2 
gleich  — ;r  ■    Im  Intervalle  von  1°  bis  5"  und  von  85*^  bis  89^  ist,  wenn 

2 

h  =  1'    ist   die  Differenz    z/,  —  z//   ebenfalls  höchsteus  -^,  so   dass 

also  auch  hier  eine  lineare  Interpolation  noch   gestattet  ist. 

Bei  der  inversen  Interpolation  ist  umgekehrt  der  Functious- 
werth  y  gegeben  und  das  Argument  a  +  s  gesucht.  Man  rechnet 
bekanntlich,  wenn 


Anzalil  der  Decimalstellen 

4 

5                    6 

7 

101 

1001 

10001 

10001 

0,0001 

0,00001 

0,000  001 

0,000  0001 
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y  zwischen  f{ci)  und  f\a  -\-  li) 
Setzt  man  hier  für  y  den  Werth 


z   = 


y-m 


J. 


h. 


y 


f{a  +  ^)  =  /■(«)  +  T  -  '-^^^  (^i  -  '^i') 


so  folgt 
bezw. 


z  ==  z 


2h^ 


2J,h      ^^1         ^1^ 


z{h  —  z) 
2Ji'h 


(^i-O, 


so  dass   der  Fehler,    den   man   begeht,    indem    mau  z'  für  z  nimmt, 
höchstens 


ist. 


h 


A-A' 


Man  kann  sehr  nahe 


^1 


setzen  und  den  Fehler  dann  durch 


f"(fl) 
na) 


(3)  ' 

ausdrücken. 

Bei    der    Bestimmung    der    Zahl   aus    dem    Logarithmus    ist.    da 
h  =  \  und 


f\a) 


=  —  ist,  der  Fehler  rund  -^ 


Die  hier  folgende  Tafel  gibt  in  der  ersten  Spalte  die  Anzahl  der 
Decimalen,  in  der  zweiten  den  kleinsten  Werth  von  a  bei  der  frag- 
lichen Tafel,  in  der  dritten  den  abgerundeten  Werth  des  Fehlers  und 
in  der  vierten  die  Anzahl  der  Ziffern,  die  man  ohne  wesentlichen 
Fehler  finden  kann,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  man  ohne  weiteres 
so  viele  Zifi'em  der  Tafel  entnehmen  kann  als  das  kleinste  a  Ziffern  hat. 


r 

a  t_ 

Fehler  < 

ZiflFem 

4 

100 

0,001 

5 

5 

1000 

0,0001 

7 

6 

10000 

0,00001 

9 

7             10000 

0,00001 

9 
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(4) 


Ist  f{x)  =  log  sin  X  so  wird 

h^     f"{a)     _  Ji^      1 
8       /"(rt)  ^q"  sin  2a 

Die  inverse  Interpolation  ist  also  bei  a  =  0  und  bei  a  =  90°  nicht 
zu  brauchen  und  am  besten  für  a  =  45".  Für  a  =  5"  und  85° 
und  siebenstellige  Logarithmen,  wo  h  =  10"  ist,  wird  der  Fehler 
etwa  0,0007  Secunden. 

Für  f(oc)  =  log  tg  X  folgt 

m  1  =  ^1 '"'« 2"  I 

was  für  0  und  90°  die  Interpolation  verbietet.  Für  a  =  5°  ergibt 
sich  nahezu  die  gleiche  Fehlergrenze  wie  bei  log  sin  x.  Zwischen  5° 
und  85°  ist  sie  sowohl  bei  log  sin  wie  bei  log  tg  kleiner  als  für  jene 
Grenzen. 

Der  in  diesem  §  untersuchte,   und  in  den  Formeln  (1),  (2)  und 
(3)  dargestellte  Fehler  möge  der  Formelfehler  heissen. 


§  38.    Fehler  bei  der  Interpolation. 

Wenn  man  einen  Functionswerth  aus  einer  Tafel  entnimmt,  der 
zu  einem  dort  stehenden  Argument  gehört,  begeht  man,  weil  die 
Zahlen  corrigirt  gekürzt  sind,  einen  Fehler,  der  bei  r- stelligen 
Tafeln  höchstens  0,5  •  10  ~'"  ist.  Muss  man  aber  interpoliren,  so  ist 
der  Fehler,  der  Inte rpolations fehler  heissen  mag,  grösser^).  Denn 
sei  £  der  Fehler  bei  /■(«),  s'  der  bei  f{a  +  A),  so  ist  der  Fehler  bei 

der   Berechnung   von   f[a  -f-  0)   gegeben   durch   £  -\ j —  0.    Dazu 

kommt  aber  noch  der  Fehler  durch  Abkürzung  des  Proportionaltheiles 

-p-  auf  die  gewünschte  Stellenzahl,  der  auch  höchstens  0,5  •  10~''  ist 

und  mit  t"  bezeichnet  sei. 

Der  Gesammtfehler  ist  somit 

und   seinem   absoluten   Werthe   nach,   weil   0/h    und    1  —  0/h   positiv 
sind, 

<|lO-jl-|;  +  f  +  l)<10-^ 


1)  Wir  folgen  hier  Bremiker  (Einleitung  zu  der  Logarithmentafel:  Loga- 
rithmorum  VI  tlecimalium  nova  tabula  Berolinensis,  Berolini  1852),  während 
Gauss  in  der  Theoria  motus  §  31  diesen  Fehler  nicht  berücksichtigt,  weil  man 
ihn  dadurch  sehr  klein  halten  könne,  dass  man  bei  der  Berechnung  des  Pro- 
portionaltheiles eine  weitere  Decimale  mitnehme. 
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Die  nämliche  Fehlergrenze  ergibt  sich  für  die  zweite  Formel  f{a  —  z). 
Dazu  kommt  noch  der  Fehler,  der  durch  Fortlassung  der  zweiten 
Difi'erenzen  bei  der  Intei-polation  entsteht  aus  Formel  (1)  §  37. 

Ist    umgekehrt  der  Functionswerth   f(a  -\-  z)  =  y    gegeben,   der 
zwischen  /"(a)  und  /(rr  -\-  h)  liege,  so  ist  zu  berechnen 

mit  den  wahren  Werthen  von  f{a)  und  z/^ .  Bezeichnet  man  aber 
mit  diesen  Zeichen  die  Tafelwerthe  und  sind,  wie  eben  benutzt,  deren 
Fehler  e  und  «' —  «,  so  hat  man  zu  rechnen 

_y-  /•(«)  -  g    7 
wofür  man  näherungsweise  nimmt 

Der  Fehler  Zq  —  z  ist  nahezu 


also 


wofür   man   auch,   da   zl ^  =  f\a -\- li)  —  f{(i)   ungefähr    =  A/"(aj   ist, 
nehmen  kann: 

1  10"'" 


(1) 


2   f'(a)  ' 


wobei  ebenfalls  noch  der  Formelfehler  aus  (2),  §  37,  hinzuzusetzen  ist. 
Bei  den  Logarithmen  der   Zahlen   ist   der  Formelfehler,   wie   die 

IQ—'' 
Tabelle  in  §  37  zeigt,   höchstens  — ~,   also  gegen   den   oben   behan- 
delten Fehler,  der  10""''  ist,  zu  vernachlässigen. 

Wenn  man  zum  Logarithmus  y  die  Zahl  x  sucht,  ist  der  durch 
(1)  gegebene  Fehler 

-i-  10—'"  r  —  -^  10!'—' 

oder  rund  «10—'',  also,  da  a  höchstens  bezw.  10^,  10^,  10^,  10-'  ist,  bei 
4  5  6  7  Stellen 

<0,1  0,1  0,1  0,01. 

Der  Formelfehler  ist  nach  der  Tabelle  des  vorigen  §  höchstens 
Vioo  ^^^  diesem.  Man  kann  also  bezw.  4,  5,  6,  7  Ziffern  bestimmen 
mit  einem  Fehler  von  einer  Einheit  de.s  niedrigsten  Ranges. 

Wenn  man,  um  die  Zahl  aus  dem  Logarithmus  zu  finden,  Tafeln 
für  die  Antilogarithmen  hat,  d.  h.   Tafeln,   die  zum  Argument  ./;  den 
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numerus,  dessen  Logarithmus  x  ist,  also  den  Werth  10*  geben,  so  lehren 
die  allgemeinen  Untersuchungen  des  vorigen  §,  dass  man  dabei  höchstens 
einen  Fehler  von  einer  Einheit  der  letzten  Stelle  zu  fürchten  hat. 
Ist  also  die  Charakteristik  Null  und  sind  die  Tafeln  r-stellig,  so  ist 
der  Fehler  10"-'"+^.  Ist  jedoch  die  Charakteristik  von  y  gleich  n,  so 
wird  er  höchstens  10"+^—'".  Da  bei  der  Benutzung  der  gewöhnlichen 
Tafeln  der  Fehler  rund  lO^'-'"  ist,  und  y  zwischen  n  und  n  -\-  1  liegt, 
so  ist  der  Fehler  bei  der  Anwendung  von  Antilogarithmen  etwa  ebenso 
gross.  Dazu  kommt  der  Nachtheil,  dass  man  zwei  Tafeln  braucht, 
folglich  mehr  blättern  und  achtgeben  muss,  dass  man  stets  die  richtige 
zur  Hand  nimmt.  Die  grössere  Bequemlichkeit  wiegt  diese  Nach- 
theile kaum  auf,  und  dürfte  erklären,  warum  neuere  umfangreichere 
Tafeln  der  Antilogarithmen  nicht  veröffentlicht  wurden. 

Bei  der  Bestimmung  von  log  sin  x  und  log  tg  x  aus  dem  Winkel  x 
ist  nach  Seite  84  zwischen  den  Grenzen  5*^  und  85''  der  Formelfehler 

etwa  =  —  10~''  bei  siebenstelligen  Tafeln,  während  die  Interpolation 

eine  Einheit  der  V^^  Stelle  als  Fehler  ergibt,  gegen  die  jener  Fehler 
unwesentlich  ist. 

Bei   der  Berechnung    von  x   aus    log  sm  x  ==  y  ist   der  Interpo- 
lationsfehler bei  siebenstelligen  Tafeln 

während  der  Formelfehler  in  (4)  §  37  zu 

100        1 


4p"  sin  2a; 

sich  ergeben  hatte.  Wenn  x  zwischen  5'^  und  85°  variirt,  wächst  der 
erstere  von  0"002  bis  0"27,  der  letztere  dagegen  bleibt  kleiner  als 
0"0007  und  ist  daher  gegen  den  ersteren  stets  zu  vernachlässigen. 

Ist  dagegen  für  x  die  Gleichung  y  =  log  tg  x  gegeben,  so  wird 
der  Interpolationsfehler 

1^  sin  2a; -10-^ 

und  der  Formelfehler 

100   1       ,      o     I 

—-yy     COtg  ZX\. 

Der  Interpolationsfehler  ist  kleiner  als  0"013,  der  Formelfehler 
dagegen  zwischen  5°  und  85°  kleiner  als  0"00069.  Somit  kommt 
er  auch  hier  gegen  den  ersteren  nicht  in  Betracht.  Man  sieht  aber, 
dass  nur  die  Bestimmung  eines  Winkels  aus  log  tg  stets  eine  Genauig- 
keit von  0"01  liefert. 
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§  39.    Gesammtfehler. 

In  den  letzten  §§  haben  wir  angenommen,  dass  der  Werth,  für 
den  eine  Function  f{x)  aus  einer  Tafel  zu  berechnen  war,  selbst  fehler- 
frei sei  und  haben  nur  den  Fehler  untersucht,  der  aus  der  Rechnung 
hervorgeht.  Ist  aber  nicht  x  sondern  x  -(-  |  der  richtige  Werth,  so 
ist  der  wahre  Functionswerth  f{x  -\-  ^).  Wenn  man  dafür  f{x)  nimmt, 
so  begeht  man  eineii  Fehler  fix  +  |)  —  f(j-^,  den  man  näherungs- 
weise =  ^f" (x)  setzen  kann,  denn  |  muss  immer  klein  sein,  wenn 
überhaupt  x  ein  Näherungswerth  sein  soll.  Dazu  kommt  aber  noch 
der  Fehler,  der  bei  der  Berechnung  von  f(x)  aus  ../;  sich  ergibt  und 
der  d  sei.     Dann  ist  also  der  Gesammtfehler 

=  ir(^)  +  d 

und  daraus  folgt 

Ff(x)  =  \f'{x)\F(x)  +  ^, 

wenn  z/  der  Maximalfehler  ist,  den  die  Rechnung  mit  sich  führt. 
So  findet  sich  bei  Benutzung  von   r-steUigen  Tafeln,   wenn   mau 

—  10""''   mit  CO  bezeichnet, 

F\ogx  =  -^-F{x)  +  2a 

F  sin  X  =  —  cos  -F(a')  -f-  2  cj 

F  cos  X  =  —r,  sin  X  F{x)  -\-  2  a 

Fiax  =  X^^  +  2a. 

°  Q        COS-  X       ' 

M 

F  log  sin  cK  ^  -TT  cotg  xF(x)  -|-  2« 

F  log  cos  X  =  -77  tg  'xF{x)  -\-  2  a 

^1       ,  2M    F(x)     .    .^ 

F\os  t0X  =  —TT    ■    J   4-  2a. 
°    °  p      sin  2  a;    ' 

Wenn  umgekehrt  x  aus  der  Gleichung  fix)  =y  durch  >--stellige 
Tafeln  zu  berechnen  ist,  wo  y  ein  Näherungswerth  ist,  während 
y  -\-  y]  der  genaue  Werth   der  rechten   Seite   ist,   so   möge    f{x)  =  y 

sein.     Dann   hat  man  nach  §  36   F(x^  =  ri^  l;  ■     Dazu  kommt  noch 

der  Fehler  bei   der  Berechnung   von  x  aus   der   Gleichung  f(x)  =  y, 

1    10 — '' 
den  wir  oben  —  .   ,      .  gefunden  hatten,  so  dass  der  gesammte  Fehler 

im  Maximum 
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ist.     Diese  Formel  liefert: 

Fnum  log  ?/  =  ^  {F(y)  +  o)  num  log  y. 
Ferner  wenn  x  berechnet  wird  aus 

log  smx  =  y  F{x)  =  -|^  tg  x(F(y)  +  co) 

log  cos  X  ^  y  F{x)  =  ^  cotg  x(F(y)  -{-  a) 

log  tg  ^  =  2/  -F(a;)  =  1^  sin  2x(F(y)  +  co) 


sin  a;  =  ^  F('ä;)  =  (>"  ^^j^  (F(.y)  +  cj) 

Gosx  =  y  F{x)  =  q"  ^^  (F(y)  +  a) 
tg  X  =  y  F(x)  =  ()"  cos^  x(F(y)  -\-  co). 


§  40.    Beispiele. 

Mit  Hilfe  der  vorhergehenden  Erwägungen  kann  man  nun  Fragen 
über  die  Fehler  logarithmischer  Rechnungen  beantworten.  Sei  z.  B. 
mit  7-stelligen  Logarithmen  zu  berechnen 

^  ^  1/23  •  ys" 

yr? 

X  =  num  log  \j  log  23  +  ^  log  8  —  -  log  17V 

Nennen  wir  die  Fehler  der  drei  hier  vorkommenden  Logarithmen 
bezw.  e,  s'  und  e",  so  ist 

log  23  =  1,3617278  +  e 

log    8  =  0,9030900  +  e' 

log  17  =  1,2304489  +  e" 


womit 


log  X  =  0,5171845  +  '  +  '.^~'"  —  ~  10-^ 


folgt.     Setzen  wir  0,5171845  =  y  und  den  Fehlerausdruck  t,. 

Der  num  log  y  findet  sich   aus  den  Tafeln  3,289914,  wobei  der 
Fehler  nach  §  37  0,3  Einheiten  der  letzten  Stelle  betragen  kann. 

Der    Werth    t,    ist    höchstens    -^  • -|  10"^  +  ^  10-^=  |^  10-^, 

2       2  2  4  ' 

daher  der  Fehler  von  x  =  0,94  •  10-",  so  dass  der  ganze  Fehler 
1,2  Einheiten  der  letzten  Stelle  sein,  also  x  zwischen  3,289913  und 
3,289915  liegen  kann.     Statt  den  Fehler,   so   wie   es  geschah,    durch 
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die  DiiFerentialformeln  zu  berechnen,  kann  man  einfacher  die  Pro- 
portionaltheile  zu  Hilfe  nehmen  und  schliessen:  da 

log  3,2899  =  0,5171827 
log3,2900  =  0,5171959 

ist,  so  ändert  eine  Andei-ung  des  Logarithmus  um  132  ■  1<)~'  die  Zahl 
um  100  •  10~",   also   wird   eine  Änderung  des  Logarithmus  um  ^  die 

Zahl  um  ---r  ■  t,  oder  um  -tt^t  •  --  •  10""^  ändern,  woraus  der  nämUche 

Werth  0,94  •  10"~*'  wie  oben  entspringt. 

Lmgekehrt    sei    die    Frage  gestellt,    mit    wievielstelligen    Loga- 
rithmen man  rechnen  muss,   um  in  der  Berechnung  von 

]/l7 

keinen  Fehler  zu  haben,  der  grösser  als  eine  Einheit  der  6'^°  Ziffer 
ist.  Ein  Überschlag  z.  B.  mit  dreistelligen  Logarithmen  zeigt,  dass 
X  nahe  0,996  ist,  also  die  6*®  Ziffer  die  vom  Range  —  6  ist.  Der 
Fehler  muss  also  <  10"**  sein.  Rechnet  man  mit  r-steUigen  Loga- 
rithmen, so  seien  wieder  s,  s  und  s"  die  Fehler  der  Tafelwerthe 
von  log  9,  log  30  und  log  17.     Der  Fehler  im  logy9  ist  dann  einmal 

B  1 

~  und  dann  wegen  des  bei  der  Division  -r-  log  9  entstehenden  Restes 
noch  weiter  -r-  •  10~'',  daher  der  Gesammtfehler  -5-  4-  -^  •  10"'',  bei 
log  V3Ö  ist  er  ähnlich  4^  +  4-  •  10-'"  und  bei  VYl  ^ -\- ^  ■  10'' ■ 

o  '  o    —    o  '2    —    2 

Damit    berechnet    sich    im    ungünstigsten    Falle    der   Fehler  von 
\ogx  zu 

i  +  T  +  T  +  (l  +  i  +  l)io-^ 

oder 

Diesem  Fehler  in  \ogx  entspricht  der  Fehler 

=  4,04  •  10-'- 

in  X  selbst.  Dazu  kommt  aber  noch  der  Intei-polationsfehler,  der 
=  0,996  •  10—'"  rund  ist.  Im  Ganzen  entsteht  so  der  Fehler  5  •  10" ^ 
Soll  der  höchstens  =10—"  sein,  so  muss  r  =  7  sein,  d.  h.  man  muss 
mindestens  siebenstellig  rechnen.     Man  findet 

log.r  =  9,9982807 

X  =  0,9960491 
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vro  also  die  6*®  Stelle  nicht  ganz  verbürgt  ist.  In  der  That  ergibt 
eine  achtstellige  Rechnung  0,99604883,  so  dass  der  Fehler  drei  Ein- 
heiten ( —  T)*""^  Ranges  beträgt,   während  oben  5  geschätzt  wurde. 


§  41.    Gemischte  Multiplication  und  Division. 

Man  kann  sich  der  Logarithmen  bedienen,  um  das  Product  von 
zwei  mehrstelligen  Zahlen  ohne  grosse  Mühe  zu  finden,  wenn  aus- 
gedehntere andere  Hilfsmittel  (§  8 — 14)  nicht  zu  Gebote  stehen. 

Bei  siebenstelligen  Logarithmen  wird  die  Rechnung  dann  am 
einfachsten,  wenn  die  beiden  Factoren  höchstens  fttnfzififerig  sind. 
Seien  sie  z.  B.  37249  und  93812.  Ihr  Product  wird  zehnzifferig. 
Mit  siebenstellicren  Logarithmen  kann  man  von  diesen  zehn  die  sieben 
höchsten  Ranges  finden,  wobei  die  Ziffer  niedrigsten  Ranges  vielleicht 
nicht  ganz  sicher  ist.  Die  drei  fehlenden  Ziffern  kann  man  durch 
symmetrische  Multiplication  finden  und  zwar  von  rechts  nach  links, 
also  mit  den  Ziffern  nullten  Ranges  beginnend,  wobei  man  der  Sicher- 
heit wegen  vier  Stellen  berechnet,  nicht  di-ei. 

So  findet  mau 

log37249  =  4,5711146 

log  93812  =  4,9722584 

9,5433730 

Der  Numerus  ist  3494403.    Die  Berechnung  der  drei  fehlenden  Ziffern 
steht  so,  indem  man  von  rechts  nach  links  rechnet: 

5078 
7811- 


3188 


Die  Theilsummen,  d.  h.  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von 
10,  stehen  dabei  staffeiförmig,  wie  oben  §  7  angedeutet.  Man  sieht, 
dass  das  ganze  Product 

3494403188 
ist. 

Man  kann  selbstverständlich  auch  Zahlen  mit  mehr  als  fünf 
Ziffern  auf  diese  Art  multipliciren,  nur  ist  die  auszuführende  Mul- 
tiplication entsprechend  grösser.  Sind  durch  directe  Rechnung  mehr 
als  die  Hälfte  der  Ziffern  des  Products  zu  berechnen,  so  ist  es  wohl 
vortheilhafter,  gleich  das  ganze  Product  zu  Ende  zu  rechnen,  statt 
die  eben  gelehrte  Methode  anzuwenden. 

Auch  für  Divisionen  ist  diese  gemischte  Rechnung  zu  verwenden. 
Sei  z.  B.  7398213457  zu  theilen  durch  654321.  Der  Logarithmus 
des  Zählers    ist    9,8691269,    der   des  Nenners  5,8157909,    daher  der 
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Logarithmus  des  Quotienten  =4,0533360,  dessen  Zahl  =  11306,703 
ist.  In  wieweit  die  letzte  Ziffer  hier  richtig  oder  falsch  ist,  braucht 
man  jetzt  nicht  zu  untersuchen,  dies  ergibt  sich  bei  der  weiteren 
Rechnung  von  selbst. 

Man  multiplicirt  nun  den  Quotienten  mit  dem  Divisor.  Man  er- 
hält so  eine  Zahl  von  13  Ziffern,  von  denen  die  sechs  des  höchsten 
Ranges  sicher  mit  denen  im  Dividendus  übereinstimmen,  während  die 
7'®  etwas  verschieden  sein  kann.  Es  sind  also  noch  sieben  weitere 
durch  directe  Rechnung  zu  bestimmen,  wobei  man  der  Sicherheit 
wegen  acht  berechnet.     Die  Rechnung  steht  so: 

46782663 

866431 • ■ • 

13213663 

Man  sieht,  dass  die  Ziffer  4*®"^  Ranges  im  Product  wie  im  Dividendus 
eine  1  ist,  daher  ist  das  Product 

11306,703  •  654321  =  7398213213,663 

und  folglich  ist  der  Rest  der  Division 

243,337 . 

Wenn  man  weiter  rechnen  will,  hat  man  jetzt 
log  243,337  =  2,3862082, 

daher  der  Logarithmus  des  neuen  Quotienten  6,5704173  —  10,  wozu 
der  Numerus  0,00037189  gehört,  wenn  man  bei  fünf  Ziffern  stehen 
bleibt.     Da 

log  0,00037189  =  6,5704145  —  10 

ist,  findet  sich  der  Logarithmus  des  Products  mit  dem  Divisor 
=  2,3862054,  wozu  die  Zahl  243,3354  ist,  von  der  die  sechs  Ziffern 
höchsten  Ranges  mindestens  dem  Product  angehören.  Die  andern 
fünf  findet  man  durch  directe  Multiplication 

579469 
129642 
543669, 

wobei    des  Anschlusses  wegen  sechs  Ziffern  berechnet  sind.     Also  ist 

0,00037189  •  654321  =  243,33543669. 

Im  Ganzen  folgt  also  der  Quotient  der  Division 

11306,70337189 
und  der  Rest 

0,00156331. 
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§  42.    Beispiele  für  die  Fehleruntersucliung. 

Es  mögen  einige  Beispiele  für  Fehleruntersucliungen  folgen. 

1)  Es  seien  in  einem  ebenen  Dreieck  zwei  Seiten  h,  c  und  der 
eingeschlossene  Winkel  a  gegeben  und  die  dritte  Seite  c,  sowie  die 
beiden  andern  Winkel  ß  und  y  durch  die  sogenannten  Tangenten- 
formeln in  logarithmischer  Form 

log  a  -f-  log  cos  ^  ^  =  log  (h  -f-  c)  -f-  log  sin  -|- 

log  a  -\-  log  sin  =  log  (b  —  c)  -f-  log  cos  — 

zu  berechnen.  Der  Fehler  eines  jeden  Summanden  auf  der  rechten  Seite 
sei  2  CO,  daher  der  bei  der  Berechnung  der  rechten  Seiten  begangene 
Fehler  4g3.     Daraus  folgt 

Flogtg^^  =  8aj 
und  folglich 

Da  /3  -j-  7  =  180''  —  a  fehlerfrei  ist,  wird 

F(ß)  =  F{y)  =  ^.9cosin(ß-y). 
Ferner  folgt 

JPlogsin^-^  =  2aj  +  Y  cotg^^^  sin  (/3  —  y)  -dco 
=  2(D  +  cos2tj:.9ej^ 

i^  log  cos  tr  =  2«  +  I  tg  ^  sin  (ß--y)-9 


CO 


=  2w  +  sin2LZ.9c^ 

folglich  jPlogff,   je   nachdem    man    es    aus    der  ersten   oder  zweiten 
Gleichung  entnimmt, 

i^loga  =  6co  -\-  9co  ■  sin^*^      ^ 


oder 


woraus 


oder 


2 

2P  — y 


F  log  a  =  6  CO  -}-  9  cö  •  cos 

=  ^{7. +  90,0«.'^) 
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2)  Sei  der  Winkel  y  zu  berechnen  aus  der  Gleichung 
logtg|-  =  \  {log(s  —  a)-\-  log(6-  —  h)  —  logs  —  log(s  —  c)}, 

während  die  (/,  h,  c  und  s  = fehlerfrei  sind.  Hier  wird  der  Fehler 

Flogtg^  =  y  8(0  =  4«, 
daher 

F(y)=^  1/ sin  j^  -5(0, 

ein  Fehler,  der  stets  <  — ^  ist.    Bei  fünfstelligen  Tafeln  ist  also  der 
Fehler 

Fir)  <  ^  •  0,000005  =  12", 
bei  siebenstelligen 

<  -^j  ■  0,00000005  =  U,12". 

3)  Wir  haben  vorhin  den  Fehler  betrachtet,  den  die  Auflösung  der 
Gleichung  /  U"J  =  a  mit  sich  führt,  wenn  man  a  nicht  genau  kennt. 
Aber  auch  eine  Gleichung  f(x)  =  0,  in  der  die  bekannten  Grössen 
alle  fehlerlos  sind,  gibt  zu  einem  Fehler  in  x  Veranlas.sung,  wenn 
man  bei  der  Berechnung  von  f{jc)  zu  einem  gegebenen  x  gezwungen 
ist  mit  Tafeln  zu  operiren,  die  die  Zahlen werthe  nur  angenähert 
geben.  Wenn  man  dann  für  einen  Werth  Xq  bei  der  Rechnung  mit 
diesen  Tafeln  f{xQ)  gleich  Null  findet,  so  könnte  bei  genauer  Rech- 
nung sich  vielleicht  ein  Fehler  ergeben,  den  man  schätzungsweise  im 
Maximum  =  z/  annehmen  könne.  Dann  wäre  [{xq)  =  £z/,  wo  e 
ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch,  und  Xq  daher  nicht  die 
wahre  Wurzel.     Setzt  man  sie  x^^  -\-  li,  so  würde  sich 

//  =  —    ^^ 

/■'(a^o) 

finden.     Daraus  folgt  also,   wie  sich  auch  aus  (4)  §  36  ergeben  würde, 

Ein  Beispiel  für  die  Anwendung  dieser  Gleichung  sei  das  folgende. 
Die  Gleichung 

"     •    y 
ti  —  p  e  sin  -  „  =  m 


sei  aufzulösen,  wo  q" ,  e  und  tn  fehlerlos  gegeben  sind.    Die  Berechnung 
von  o"  e  sin  r,  soll  dabei  lotja 
eigentlich  zu  schreiben  wäre 


von  q"  e  sin  r,  soll  dabei  logarithmisch  erfolgen,  so  dass  die  Gleichung 


94  Sechstes  Kapitel.  [§  42. 

y  —  num  log  {XogQ'e  -\-  log  sin -4)  =  nia. 

Da  die  Grössen  m  und  q"  e  als  fehlerlos  angesehen  werden  sollen,  so 
hat  man  hier  nur  eine  Function  f{ij)  zu  betrachten  und  nach  der 
angezogenen  Gleichung  folgt 

^"^^         1  /^  (2/)  I 

Dabei  ist  e  der  Maximalfehler,  der  bei  der  Berechnung  von  f{y)  noch 
zu    fürchten    ist,    obgleich    y    und    die    andern    in   fijj)    eingehenden 
Grössen  als  genau  bekannt  angesehen  werden. 
Da 

F  (log  Q"e)  =  F  log  sin  ^  =  2c3 
ist,  so  wird 

i^log(^"esin-^)  =  4o, 
also 


y 

Q   e  sm  -^ 


J'num  log  (log^"e  -j-  logsin-v^j  = jf — 5cj, 

y 


Q 

daher  ist 

e  sin 


F(y)  =  '-'" 


1  —  e  cos  -^ 


Gesetzt  nun,  aus  y  sei  weiter  v  zu  berechnen  durch  die  Gleichung 
log  tg  Y  =  log  tg  1^  +  log  tg  xp, 

wo  tg  %)  gegeben  und  =  1/    _     ist,  so  wäre 


i^logtg|  =  Flogtgf +  2co. 

Aber 

i^logtg^  =  —  -T-^^  4-  2a  =  0(o- \-  2(o, 

°   °  2  Q     smy     '  1  —  e  cos  2/ 

folglich 

jPlogtg—  = \-  4(0, 

&    &  2  1  —  e  cos  y    '  ' 


woraus 
Aber  es  ist 
also 


F(v)  =  ^  sin  V  (:; — '^-^ 1-  5ö) . 

^  ■'        M  \1  —  e  cos  3/     '  / 

1  1  -\-  ecosv 

1  —  ecos  y  1  —  e* 

77-/  \         e"  K  •         (-,     1     e  +  e*cos^"] 
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Der  erste  Theil      ,,    sin  r  dieses  Fehlers   ist  stets  klein;   der  zweite 

dagegen  kann  für  kleine  e  sehr  wachsen,  er  erreicht  bei  sieben  De- 
cimalen  für  e  =  0,999  ein  Maximum  =  60"  etwa.  Gauss,  dessen 
Theoria  motus  corporum  coelestium  etc.  §  32  dieses  Beispiel  ent- 
nommen ist,  hat  den  Factor  3,  wo  wir  5  haben,  weil  er  den  durch 
die  Berechnung  und  Abkürzung  des  Proportionaltheiles  entstehenden 
Fehler  der  Interpolation  nicht  berücksichtigt  (§31  im  Anfang). 


§  43.    Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsreclinung. 

Bei  den  Betrachtungen,  die  wir  bisher  anstellten,  haben  wir  stets 
nur  die  grössten  Werthe  der  möglichen  Fehler  betrachtet.  Aber  nicht 
alle  Fehler  bei  einer  Rechnung  sind  gleich  wahrscheinlich.  Mau 
kann  nun  eine  Fehlertheorie  logarithmischer  Rechnuugen  auf  die  Be- 
trachtung der  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler  gründen,  wie  dies 
Bremiker  und  Stadthagen  in  den  auf  Seite  60  Fussnote  angeführten 
Schriften  gethan  haben. 

Hier  soll  von  dieser  Theorie  blos  eine  Andeutung  gegeben 
werden. 

Die  Fehler  von  fünfstelligen  Logarithmen  kann  mau  angeben, 
wenn  man  diese  Logarithmen  mit  siebenstelligen  vergleicht.  Der 
Fehler  möge  dann  ausgedrückt  sein  in  Einheiten  vom  ( —  7)**"^  Rang. 
So  ist  z.B.  log  15=  0,17609  bezw.  =  1,1760913,  daher  der  Fehler 
13.  Nach  dieser  Auffassung  liegen  alle  Fehler  im  Sinne  sieben- 
stellig minus  fünfstellig  zwischen  —  50  und  -|-  49,  diese  Grenzen 
eingeschlossen.  Es  ist  z.  B.  log  1605  =  3,2054750  bezw.  3,20548, 
daher  der  Fehler  —  50;  log  1784  =  3,2513949  bezw.  3,25139,  daher 
der  Fehler  -|-  49.  Wtnn  man  den  absoluten  Werth  der  Feliler  be- 
trachtet, so  kommen  aUe  absoluten  Fehler  zweimal  vor,  nämlich  /' 
als  -\-  f  und  als  —  f.  Nur  der  Fehler  0  und  der  50  kommen  je 
nur  einmal  vor,  nämlich  50  nur  als  —  50  aber  nicht  als  -|-  '"^0-  Wenn 
also  die  beiden  letzten  Stellen  eines  siebenstelligen  Logarithmus  alle 
gleich  wahrscheinlich  sind,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers 

2  .         -,  . 

gleich  — "— ,   nur   die   Fehler  0  und  50  haben   die  Wahrscheinlichkeit 

—  •  Stadthagen  hat  bei  8150  Logarithmen  eine  Vergleichung  an- 
gestellt. Es  müssten,  wenn  alle  EndziflFern  gleich  wahrscheinlich 
wären,  jeder  Fehler  der  Reihe  l,--,49  162  mal  vorkommen,  und 
die  Fehler  0  und  50  je  81  mal.  Es  fand  sich  der  Fehler  0  90  mal, 
der  50  78  mal,  die  übrigen  Frequenzzahlen  schwankten  zwischen  188 
und  132.  Es  zeigt  sich  hier  die  auch  sonst  bei  Fehlern  nicht  seltene 
Erscheinung,    dass    die    grossen    Fehler    etwas    seltener    sind    als    die 
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Rechnung  verlangt.  Im  Grossen  und  Ganzen  aber  kann  man  aus 
diesen  Vergleichungen  scliliessen,  dass  die  Fehler  nahezu  dem  Gesetze 
der  gleichen  Wahrscheinlichkeit  genügen.  Anders  ist  dies  mit  den 
Fehlern,  die  sich  bei  Functionen  der  Logarithmen  ergeben.  Wenn 
man  z.  B.  20  nach  Belieben  herausgegriffene  Logarithmen  addirt,  so 
ist  es  überaus  unwahrscheinlich,  dass  alle  den  Fehler  —  50  haben, 
womit  der  Gesammtfehler  —  1000  würde.  Man  kann  nun  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  einen  bestimmten  Fehler  in  folgender  Weise  finden. 
Bezeichnet  man  e^  mit  Exp  x  und  bildet  den  Ausdruck 

Exp(;— 50:zO  +  Exp(— 492-jH \-Exp(48x)-\-^xp{49x)  =  f{x). 

Wenn  man  dann  fixf^  in  einer  Weise  ordnet 

+  980 

=  ^-^;.Exp(Aä;), 

—  1000 

so  gibt  der  Zahlenfactor  Ay.  an,  auf  wieviel  verschiedene  Arten  die 
Summe  k  aus  der  Addition  von  20  der  Zahlen  —  50,  —  49,  •  •  •,  0, 
1,  •  •  •,  48,  49  gebildet  werden  kann.  Dies  ist  also  der  Zähler  der 
Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  A,  der  Nenner  ist  offenbar  100^°. 
Wir  können  hier  auf  die  näherungsweise  Berechnung  dieses  Werthes 
Ax  ■  100~~^^  für  verschiedene  A  nicht  eingehen;  es  muss  dafür  auf  die 
beiden  angeführten  Publicationen  verwiesen  werden.  Dagegen  sei  an- 
geführt, dass  von  den  Fehlern  lagen 


zwischen 

nach  der  Theorie 

in  Wirklichkeit 

0      und  100,5 

56    % 

65  7o 

100,5     „     200,5 

32     „ 

28  „ 

200,5     „     300,5 

10     . 

6„ 

300,5     „     400,5 

2     „ 

1  „ 

über  400,5 

0,2  „ 

o„ 

wobei  440  Summen   von  je   20  Logarithmen  fünfstellig  und   sieben- 
stellig gerechnet  verglichen  wurden. 


§  44.    Additions-  und  Subtracticnslogarithmen. 

Um  den  besonders  bei  trigonometrischen  Rechnungen  öfters 
nöthigen  Übergang  von  log  a  und  log  h  zu  log  {a  +  h)  zu  erleichtern, 
wurden  zuerst  nach  einer  Idee  von  Leonelli  Tafeln  construirt  von  Gauss 
(Monatl.  Correspondenz,  herausgegeben  von  Zach,  1812  Nov.-,  Gauss' 
Werke,  Bd.  3  Seite  244),  die  dann  in  der  Köhler'schen  Ausgabe 
der  kleinen  Lalande'schen  Tafeln  wieder  abgedruckt  wurden.  Sie 
waren  fünfstellig.  Später  wurden  in  etwas  anderer  Anordnung  von 
Matthiessen,  Weidenbach,  Gray  und  Zech  siebenstellige  Tafeln  veröffent- 
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licht.  Die  von  Zech  finden  sich  zuerst  in:  Sammlung  mathematischer 
Tafeln  .  .  .,  herausgegeben  von  Hülsse,  2.  Aufl.  1^49.  Im  Jahre  1892  er- 
schien ein  Neudruck.  Eine  andere  Anordnung  bietet  die  Tafel: 
Siebenstellige  Gauss^sche  Logarithmen  u.  s.  w.  von  Wittstein,  Hannover 
1866,  ebenfalls  siebenstellig,  von  der  ein  Neuabdruck  wohl  nicht 
erschienen  ist.  Die  Wittstein'sche  Anordnung  ist  auch  in  die  be- 
kannten Gauss'schen  fünfstelligen  Tafeln,  die  Zech 'sehe  in  den  Hoüel- 
schen  Recueil   übertjecranffen. 

Die  ursprünglichen  Gauss'schen  Tafeln  geben  7,u  einem  Argument 
Ä  zwei  Zahlen  B  und  C,   die  in  dem  Zusammenhang  stehen 

i?  =  log(l  +  lU--'),     C=log(l  4-  10^). 

Bei  den  Zech'schen  Tafeln  hat  man  zwei  Abtheiluneren:  die  für  Ad- 
dition  gibt  zum  Argument  Ä  den  Werth 

5  =  log(l  +  10--), 
die  Subtractionstafel  zu  Ä  den  Werth 

^10^-1 
In  dem  Hoüel'schen  Recueil  sind  Tafeln,  die  zu  A  geben  die  Werthe 

log(l  +  l(H),     log ^-~,     log^-+i^. 

Die  Wittstein'sche  Tafel  endlich  liefert  zu  A  den  Werth 

J5=log(l  +  10-^). 

Die  Benutzung  von  zwei  verschiedenen  Tafeln  für  Addition  und  Sub- 
traction,  wie  in  der  ursprünglichen  Gauss'schen  Anordnung  und  bei 
Zech,  ist  unbequem  und  führt  leicht  zu  Irrthümern,  besonders  wenn 
die  beiden  Tafeln  in  verschiedenen  Theilen  des  gleichen  Buches 
stehen.  Dieser  Umstand  dürfte  der  Wittstein'schen  Anordnung  einen 
Vorzug  geben.  Hier  soll  nur  die  Benutzung  dieser  Tafeln  behandelt 
werden. 

Sind  log«  und  \ogb  gegeben  und  log(rt.  -|-  b)  gesucht,  a  und  b 
beide  positiv  und  a  ^  b  angenommen,  so  mache  man  in  der  letzten 
Gleichung 

A  =  log  a  —  log  b 

und  entnehme  der  Tafel  B  =  log(  1  -(-  -j-)>  womit 
\og{a-\-b)  =  \ogb-\-  B 

folgt.     Man  kann  auch  schreiben 

log  {a  -j-  b)  =  log  a  -\-  B  —  A, 

LUroth,   numerisches  Rccbneu.  7 
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die  in  manchen  Gegenden  der  Tafel  vortheilhafter  ist,  weil  Ä  —  B 
dann  klein  ist. 

Um  log  (a  —  h)  zu  finden,  beachte  man,  dass 

Ä  =  log  (10«  —  1). 

Setzt  man  also  B  =  log  a  —  log  h  und  sucht  A,  so  ergibt  sich 
J.  =  log(-T 1],  so  dass 

log  (a  —  V)  =  log  h  -\-  Ä 
folgt. 

Was  die  zu  erlangende  Genauigkeit  angeht,  so  sei  angenommen, 
man  habe  >•- stellige  Tafeln.  Dann  ist  bei  der  gewöhnlichen  Rechnung, 
loga  und  log&   als  fehlerfrei   angenommen,   der  Fehler  in  a  und  in 

b  bezw.  -TjT  und  -^ ,  wo  co  =  -r-10~'',  also  der  Fehler  in  a  -|-  ^  gleich 
-^(a-(-^)j    womit    der    in    \og {a-\-h)  gleich    (d-\-2co  =  ^c3   wird. 

Bei  der  Benutzung  der  Additionslogarithmen  ist  log  -j-  fehlerfrei,  B 

findet  sich  mit  dem  Fehler  2aj  behaftet,  mit  dem  dann  auch  log 
(«  -|~  ^)  2u  bestimmen  ist.  Diese  letztere  Methode  ist  also  etwas 
genauer  als  die  erste. 

Bei  der  Bestimmung  von  log  (a  —  h)  ist  nach  der  ersten  Methode 

der   Fehler    von    a  —  h    ebenfalls    -jr^r  (a  -\-  h)    und    der    Fehler    von 

log(a  —  h)  gleich  co     _  ,  -\-  2co. 

Bei  der  zweiten  Methode  ist  zu  dem  in  der  Tafel  gegebenen 
Functionswerth  B  das  Argument  Ä  aus  der  Gleichung  jB  =  log (1-j-  10-^) 

zu  finden,  während  B  =  log  -j-  genau  ist.     Da   es   sich   hier  um  die 

Umkehrung  der  Function/"(a;)  =  log  (1  -{-  10^)  handelt,  so  ist  der  Inter- 
polationsfehler  nach   (1)  §  38 


fix) 


Hier  ist    f'(x)  = ~ — ,    oder  weil  10-^  =  — z —    ist, 

'    ^  ^          l.j-lO'^'  6            ' 

Also  wird  der  Interpolationsfehler 

Muco 


a  —  6 


und  eben  so  gross  ist  der  Fehler  von  log  {a  —  h).    Die  erste  Methode 
ist  demnach  stets  ungenauer. 
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Wenn  man  die  Antilogarithmen  benutzt,  so  hat  man  bei  a  wie 
bei  h  den  Fehler  2cia,  bezw.  2 ah,  also  bei  a  +  ^  den  Fehler 
20(0,  -\-h)  zu  erwarten,  der  in  log  (a  -\-  h)  den  Fehler  2(oM  -j-  2co, 

in  log  (rt  —  li)  den  2  a        _T      -{-2  a  nach  sich  zieht.    Beide  Fehler 

sind  denen  bei  der  ersten  Methode  nahe  gleich. 
Sei  z.  B. 

log  a  =-  4,35095,     log  b  =  4,33467 , 
so  wird 

«  =  22436,     &  =  21611,     «  —  &  =  825,     log  («  — 6)  =  2,91645. 
Mit  den  Additionslogarithmen  hat  man  die  Rechnung 

log|-  =  0,01628  =  JB, 

wozu  Ä  =  8,58200.     Dies  zu  log  h  addirt,  liefert 
log(a  — 6)  =  2,91667. 
Rechnet  man  siebenstellig,  so  gehören  zu 

log  a  =  4,3509500     und     log  b  =  4,3346700 
die  Zahlen 

a  =  22436,24 

b  =  21610,76 

a  —  b=      825,48 

log(a  — &)=  2,9167066. 

Der    Fehler    der    ersten    Rechnung    ist    26  •  10~^,    der    der    zweiten 
4  •  10~5,  die  ziemlich  gut  mit  den  obigen  Schätzungen  stimmen. 


Siebentes  Kapitel. 
Die  Benutzung  der  Tafeln  mit  mehr  als  sieben  Stellen. 

§  45.    Tafeln  mit  melir  als  sieben  Stellen. 

Wenn  man  mit  den  gebräuchlichen  Logarithmentafeln  nicht  die 
gewünschte  Genauigkeit  erzielen  kann,  so  muss  man  beim  Rechnen 
sich  der  Logarithmen  mit  mehr  als  sieben  Stellen  bedienen.  Am  be- 
quemsten ist  selbstverständlich  die  Benutzung  von  Tafeln.  Deren 
wichtigste  sind:  Service  geographiqiie  de  l'Ärme'e,  Tahles  des  loga- 
rithmes  ä  Imit  dedmales  etc.  Paris  1891.  Imprimerie  nationale.  Sie 
enthält  durchweg  achtstellig  die  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis 
120000  und  der  trigonometrischen  Functionen  für  jedes  Hundert- 
tausendtheil  des  Quadranten,  also  mit  dem  Intervall  0*00001.  Für 
die  Theile  von  O'^OOO  an  bis  0'05  sind  auch  für  jedes  0*0001  die 
Zahlen  S  und  T  gegeben.  Soweit  als  möglich  sind  Tafeln  der  Pro- 
portionaltheile  beigefügt.  Die  Differenzen  sind  für  0*05,  8666  bei  log  sin 
und  8721  bei  log  tg,  die  zweiten  Differenzen,  bezw.  1  und  2,  so  dass 
man  mit  linearer  Interpolation  1 :  10000  des  Intervalles  noch  finden 
d.  h.  den  Winkel  auf  0*000000001  angeben  kann,  was  0"0003  alter 
Theilung  entspricht.  Für  sehr  viele  Zwecke  der  Praxis  wird  man 
mit  diesen  Tafeln  ausreichen. 

Neunstellige  Tafeln  gibt  es  nicht.  Dagegen  werden  wir  in  §  50 
kurze  Tafeln  und  Rechnungsmethoden  kennen  lernen,  um  wenigstens 
die  neunstelligen  Logarithmen  der  Zahlen  leicht  finden  zu  können. 

Zehnstellige  Tafeln  sind  die  altberühmten:  Vlacq,  Adrian:  Aritli- 
metica  logarithmica.  Goudae  1628  (Folio).  Diese  Tafel  gibt  die  zehn- 
stelligen  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  100000  mit  Differenzen; 
und  des  nämlichen  Gelehrten:  Trigonotnetria  artificialis,  Goudae  1633 
(Folio)  gibt  die  Logarithmen  von  Sinus  und  Tangente  auf  zehn 
Stellen  von  zehn  zu  zehn  Secunden  des  Quadranten. 

Diese  beiden  Tafeln  sind  bequem  und  zuverlässig,  wenn  man  die 
bekannt  gewordenen  Druckfehler  corrigirt  hat,  aber  sehr  selten. 

Auf  diese  Tafeln  stützen  sich  vollständig  die  zehnstelligen  Tafeln: 
Vega,  Thesaurus  logarithmorum  completus,  Lipsiae  1794,  Folio,  welche 
in    einem   ersten   Theile   die   Logarithmen   der  Zahlen   von  10000   bis 
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100999,  in  einem  zweiten  die  Logarithmen  der  sin,  cos,  tg  und  cotg 
von  10  zu  10  Secunden  durch  den  ganzen  Quadranten,  beide  auf  zehn 
Decimalstellen  geben.  Wie  Gauss  (Werke,  Bd.  3  Seite  257)  gezeigt 
hat,  sind  die  Logarithmen  der  Zahlen  sehr  correct,  während  die  der 
trigonometrischen  Functionen  nach  Gauss'  Schätzung  etwa  4<^)r>r>0 
Fehler  enthalten  (eine  oder  mehrere  Einheiten  der  letzten  Stelle). 
Von  Leber,  in  dem  Schriftchen  Tabularum  ad  faciliorem  .  .  .  inter- 
polationis  computntionem  utilium  Trias,  Vindobonae  1897,  hält  diese 
Schätzung  für  übertrieben.  Er  gibt  selbst  ein  Verzeichniss  von  etwa 
1400  Fehlern,  das  neben  den  schon  früher  bekannten  Druckfehlern 
das  Resultat  einer  systematischen  Yergleichung  mit  genaueren  Tafeln 
wiedergibt. 

Bei  der  Seltenheit  des  Thesaurus  ist  ein  Neudruck  sehr  will- 
kommen, den  das  Istituto  geografico  militare  zu  Florenz  1896  ver 
anstaltet  hat  und  in  dem  alle  bekannten  Felder  verbessert  sind. 

Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  20000  und  von  90000  bis 
100000  mit  14  Stellen  finden  sich  in  Brujgs  Arithmetica  logarithmica. 
London  1624,  und  14-stellige  Logarithmen  der  Sinus  für  alle  hun- 
dertstel  des  Grades  von  0**  bis  45",  also  mit  Intervall  von  36",  in 
Briggs,  Trigoiwmetria  hritannica,  herausgegeben  von  Gellihraml.  Goudae 
1633. 

Seit  der  Einführung  der  Rechenmaschinen  wird  wieder  mehr  mit 
den  Zahlenwerthen  der  trigonometrischen  Functionen  statt  mit  ihren 
Logarithmen  gerechnet.  Das  überaus  seltene  Hauptwerk  in  dieser 
Hinsicht  ist  Bheticus,  Ojnis  palatinum.  Neostadii  in  Palatin.  1596, 
das  die  Sinus,  Cosinus,  Secanteu,  Tangenten,  Cosecanten  und  Cotan- 
genten  für  jede  10  Secunden  des  Quadranten  auf  10  Stellen  gibt. 
An  dieses  Werk  schliesst  sich  an  Pitiscus,  Thesaurus  mathematictis. 
Francofurti  1613,  dessen  Haupttheil  für  jede  10  Secunden  des  Qua- 
dranten die  natürlichen  Sinus  auf  15  Stellen  gibt,  während  in 
einem  andern  Theil  für  das  Intervall  von  O*'  bis  P  und  von  89'^  bis 
90*^  die  Sinus  von  Secunde  zu  Secunde  gegeben  sind,  ebenfalls  auf 
15  Stellen. 

Einen  Auszug  aus  dem  Opus  palatinum  gab  Jordan  in  dem  schon 
oben  §  37  angeführten  gleichnamigen  Werke. 


§  46.    Quadratische  Interpolation. 

Bei  der  Benutzung  von  Tafeln  mit  mehr  als  sieben  Stellen  ist 
eine  lineare  Interpolation  oft  nicht  mehr  gestattet,  man  muss  vielmehr 
auf  die  höheren  Differenzen  Rücksieht  nehmen. 

Die  Interpolation  beruht  wesentlich  auf  der  sog.  Lagrange'schen 
Interpolationsformel  und  diese  wieder  auf  dem  Satze,  dass  eine  ganze 
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Function  w*®"  Grades,  wenn  sie  für  n  -\-  1  Werthe  Null  ist,  identisch 
Null  sein  müsse. 

Ist,  was  hier  genügt,  q}(x)  eine  ganze  Function  zweiten  Grades 
und  betrachtet  man 

^  («2  —  ai){a^  —  Os) 

/     s    (x  —  a.)(x  —  «o) 
—  (p{a,) 


(«3  —  «1)  («s  —  «2)  ' 


so  ist  dies  eine  ganze  Function  zweiten  Grades,  die  für  die  drei  Werthe 
<*i  f''2  ^3  "^o^  ^  Null  ist  und  daher  identisch  Null  ist.  Die  so  entstehende 
Gleichung 

(p(x)  =  Qp(ai)  7^ -t) ^ 

^  («3)  7^ ^7 \ 

^    ^   («3    —   «l)(«S    —  «2) 

ist  die  oben  erwähnte  Lagrange'sche  Interpolationsformel. 

Ist  ffx  nicht  eine  ganze  Function  zweiten  Grades,  sondern  eine 
beliebige  Function,  so  begeht  man  einen  Fehler  bei  Benutzung  der 
Gleichung  (1).  Um  ihn  zu  schätzen^),  bezeichnen  wir  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  mit  <!>{x)  und  betrachten  die  Function 

Diese  Function  verschwindet  für  %  =  x,  =  %,  =  a^,  =  «3.  Daher 
hat  zwischen  je  zwei  der  Grösse  nach  aufeinander  folgenden  dieser 
vier  Werthe  die  Function  i^(|)  ein  Maximum  oder  Minimum.  Und 
folglich  muss  für  drei  Werthe  %',  a^,  a.^'  von  |  die  Ableitung  jF'(^)  =  ^ 
sein.  Daraus  folgt  weiter,  dass  F'\^)  für  zwei  Werthe  ciy',a^'  ver- 
schwinden muss  und  -F"'(|)  endlich  für  einen  Werth  a  (Theorem  von 
Rolle).  Die  Werthe  a/,  a^',  %'  liegen  zwischen  dem  grössten  und 
kleinsten  der  Werthe  x,a^,a^,a^'^  a^'^a.^'  zwischen  dem  grössten  und 
kleinsten  von  a/,  a^^  Og';  endlich  a  zwischen  a^'  und  a^' ,  und  folglich 
ebenfalls  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  der  Werthe  x,  aj^^a^,  a^. 
Es  ist  aber 

F"'ii)  =  v"'(£)  -  (,_,ygr*|g_„^>  •  6 


1)  Markoff,   Differenzenrechnung.     Deutsch  von  Friesendorff  und  Prümm. 
Leipzig  1896.     Seite  6  ff. 
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und  folglich  hat  man 

(2)  <p{x)=^ (x)  -j-^(x  —  a,){x  —  a,) {x  —  a,) (p '" (a). 

Ist  also  in  dem  Intervalle  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten 
der  vier  Werthe  x,a^,rL^,a.^  \(p"'a\  kleiner  als  6  •  jj^,  so  ist  der  Fehler 
den  man  begeht,  indem  man  ^(j')  für  <p(x)  nimmt,  absolut  genommen 

<2h  I  (^  —  «i)(«  —  «2)(^  —  «3)  I- 

Gewöhnlich  sind  die  Argumente  a^^jü^jfi^  Glieder  einer  arithmeti- 
schen Reihe  und  aus  ihr  müssen  a^,  «g,  «3  so  gewählt  werden,  dass  der 
absolute  Werth  von  (x  —  rtj(a;  —  02)  (x  —  «3)  möglichst  klein  wird. 
Man  erreicht  dies,  wenn  man  a^,  o^,  a^  möglichst  nahe  bei  x  wählt. 
Die  Figuren  zeio;en,  wie  dies  zu  machen  ist. 

(Fig.  1)  «2 ^ «1 % 

(Fig.  2)  «3 «1 X «2- 

Ist  h  die  Differenz  der  arithmetischen  Reihe,  so  ist  also  ohne 
Rücksicht  auf  das  Zeichen 

I  ^  —  %  I  (das^  —  genommen  werden  kann)  =  3  gesetzt: 

\X  «2  1  =  '*  ^ 

\X  «3  I  •  =  Jl  -{-  S 

daher  |  {x  - —  f(i)(x  —  «2)(^  —  ^%)  I  "^  ^{^^  —  ^)Q^  4"  ^)-    Die  Function 
wächst     von     z  =  0    bis    0  =  —=  und    da   --=^  >  —  ist,    nimmt   sie 

zwischen  0  und  —   ihren    grössten   Werth  an   für   ^  =  -^  und  dieser 

Werth   ist  -^  ■    Der  Fehler  der  Formel  (2)  ist  also  höchstens  =  -q- Ps- 

Man  sieht,  dass  dieser  Formel  fehler  dadurch  beliebig  klein 
gemacht  werden  kann,  dass  man  das  Intervall  h  gehörig  verkleinert 
und  dies  geschieht  in  allen  Tafelwerken,  wo  es  nöthig  erscheint. 

Bezeichnet  man,  wenn  x  grösser  als  die  ihm  nächste  der  Zahlen 
«j,  «2  7  f'37  also  >  «1  ist,  d.  h.  im  Falle  der  Figur  (2)  bezw.  (3) 

(a  —  h) a (a  -f-  ^) (^^  +  '0 

2/-1  ^0        y  Vi 

öj  mit  a  T^C^O  =  Vq 

ff  2     V     «  +  ^*  <p{f^  +  /')  =  «/i 

«3    »    *■'  —  ^*         «pC«  —  '0  =  y-i 

X      „     a  -\-  z 


(Fig.  3) 
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SO  wird  die  Formel  (2) 

y^  —h^-  ^  •^i    h  ■  2h    ^  y^-^  {—h){—2h) 


Vo 


(l-  p)  +  2/1  (Ä  +  Ä)  +  y-^(Ä  -  Ä) 


2/i  —  y- 


==  yo+     '    27t      '  ^  +2P  ^-^1  ~  ^^0  +  ^-^^ 
oder,  da 

2/1  —  2/-1  =  2(?/i  —  !/o)  —  (2/1  —  2?/o  +  2/-i) 
ist, 

f(„ +  .)  =  !/„  + Ö'S^  +  %f^  (y,  -  2!/„  +  !/-). 

Mit  den  Bezeichnungen  der  folgenden  Tafel 

a  —  h       y-i 

2/0  — y-i  =  ^i' 
2)  a  —  2 

«             Vo                                        Vi  —  2^0  +  y-i  =  -^2 
1)  a  4-  ;s 


yi  —  yo  =  ^1 

hat  man  also 

(3)  f{a  +  ,)  =  ^,  +  ^,  I  +  i(i=^  z^3, 

wobei    die    Differenzen    auf    beiden    Seiten   der    Linie   1)    in    obiger 
Tafel  verwendet  werden. 

Ist  aber,  wie  in  der  Figur  1)  bezw.  4)  x  <Ca,  so  setzt  man 

(Fig.  4)  ^^  ~  ^'^ ^^*  —  ^)  —  « («^  +  ^0 

«j  =  «,    a^  =  a  —  h,    a^  =  a  -\-  h,   x  =  a  —  z,    (pict^)  =  y^, 

<pM  =  y-i,  <pM  =  yi, 

womit 

(4)  f(a  -z)  =  y,-  ZI,'  J  +  '-^^  J, 

folgt. 

Hier  kommen   in   der  Formel   die   Differenzen   zu  beiden   Seiten 
der  Linie  2)  zur  Anwendung. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung 
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Für  die  Rechnung  kann  man  noch  zweckmässig  schreiben 

(5)  /•(«  -I-  ^)  =.  y„  +  J  {  ^^  _  ^  ^^ } 

(6)  f{a  —  ^)  =  !/o  —  f  (^i'  +  '^^  ^2) ; 


da 


h—  z  ...       .  .  ,.  .         h  — 


.       positiv    ist,    so    liegen    z/^ —r—zJo    und    z// -| —. —  z/g 

zwischen  z/^  und  z/j  —  z/g  bezw.  z//  und  z/^'  +  z/g,  d.  h.  zwischen 
z/j'  und  z/^,  eine  Bemerkung,  die  die  Berücksichtigung  des  Zeichens 
von  z/g  unnöthig  macht. 

Wenn  man  z  aus  dem  Functionswerth  y  finden  will,  kehrt  man 
die  Beihe  um. 

Sei 

d  =  «^  -f-  /3^2  ^  yz^, 

so  ergibt  sich  umgekehrt,  wenn  man  bei  d^  stehen  bleibt, 

Wenn  man  dies  mit  y  =  0  auf  die  obige  Formel  (3)  anwendet, 
so  folgt,  weil 

"  =  — h — ■  '*  =  «■ 

ist,  indem  man  y  —  I/o  ^^  ^  setzt,  und  d^  fortlässt 

.  —  ^^  ^»^  A2 

Man  kann  ohne  grossen  Fehler,  da  z/g  klein  gegen  z/^  ist, 


1               1,1^, 

*          2 

und 

1                       1 

setzen,  womit 

(-.-^r  ^■" 

(7) 
wird. 

Für  die 

Formel 

(4)  folgt  ähnlich 
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Um  zu   sehen  in   wieweit  die   Formeln  (7)  und  (8)  genau  sind, 
bestimmt  man  aus 

^^  =  ah  +  /3P  -f  yW 


und 

und  weiter 
Dann  ist 


z^/  =  ah  —  ßh^  -\-  yh^ 
z/g  =  2  ^7^2 

^  ^ ^  ^  a ^2  Zfg 

■~h  2h  6h'       ^~2F'       ^"~6^ 


Mit  Vernachlässigung  von  ■  ^  /   und  — ^  liefert  die  rechte   Seite 


/:/,  0    ,     J,z 


von  (7) 

~^  '^  ^\h'-\6J,  2z/iV    '    ^/t     4^^!^  6zJ,         44M 

Die    Function    2^ — 3-^+  1   bewegt  sich,  wenn  ^/h  wie  hier 

von  0  bis  1  geht,  zwischen  1    und  —  — ,   daher   ist    der   Fehler  bei 
der  Berechnung  von  z  absolut  höchstens 

(9)  Ml^l  +  i^I- 

Bei  Formel  (8)  ergibt  sich  das  gleiche  Resultat,  indem  nur  ^^ 
durch  ^^'  zu  ersetzen  ist. 

Man  kann  mit  den  oben  abgeleiteten  Werthen  schreiben 

A.  _  1 7,2       dll  —  ^h2 
6z/i  a  "''       z/j*  cc^    "'' 

indem  man  die  Reihenentwickelungen  bei  der  niedrigsten  Potenz  von 
h  abbricht.     Damit  wird  der  Fehler 

Man  hat  aber  weiter 

und  damit  ergibt  sich  jener  Fehler 

(10)         -m9^\+\mi\- 
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§  47.    Beispiele. 

In  dem  ersten  Theil  des  Thesaurus,  der  die  Logarithmen  der 
fünfzifferigen  Zahlen  gibt,  ist  Jt  =  1.  Es  gehen  die  ersten  Differenzen 
von  0,000  0434  273  bis  zu  0,000  0043  430,  die  zweiten  Differenzen 
von  —  0,000  0000  044  bis  zu  —  0, 000  0000  001 . 

Zur  Berechnung  von  z^^  =  d\  sind  kleine  Tafeln  der  Propor- 
tionaltheile  gegeben,  ähnlich  wie  in  den  gewöhnlichen  Logarithmen- 
tafeln, die  aber  nur  für  siebenstellige  Rechnung  hinreichen,  so  dass 
man  d^  am  besten   mit   siebenstelligen  Logarithmen   berechnen  wird; 

die  Berechnung  von  -^— - — -  z/g  =  b^   ist  erleichtert   durch   eine  Tafel 

mit  doppeltem  Eingang,  die  zu  den  Werthen  4,  6,  •  •  •  44  von  \j  und 

den   Werthen   1,  2,  •  •  •  99   von  x  die  Function  —  -—  (1  —  tää)?/   gibt 

mit  einer  Decimalstelle. 

In  der  oben  (S.  101)  angeführten  Schrift  von  Leber's  findet  sich 
als  Tabula  I  eine  ähnliche  Tafel. 

Ist  ^2  =  —  riTT^;  ^^  ^   höchstens  =  44,  so  hat  man  also  y  =  D", 

s  =  -7-,  also  X  =  den  zwei  Stellen  höchsten  Ranges  von  s  zu  setzen 

und    bekommt    dann    d^    in    Einheiten    der    10'*^"^    Decimalstelle    stets 
positiv. 

Es  sei  z.  B.  gesucht  log  5327461795,  so  entnimmt  man  der  Tafel 

mant.  log  53275  ==  726  5234584. 

Die  erste  Differenz  ist  81520  Einheiten  der  W^"  Stelle,  daher 
der  Proportionaltheil 

=  S  ■  «1520  =  31144,72 

der  zu  subtrahiren  ist  vind  siebenstellig  berechnet  wurde. 

Die  zweite  Differenz  ist  =  —  2  Einheiten  der  10*®"  Stelle  und 
gibt  aus  der  Tafel  den  Werth  von  Ö.,  =  0,25.  Daher  ist  der 
gesuchte  Logarithmus 

9,7265234  584 
—               31 144,72 
+ 0,25 

9,726  52073  440. 

Oder  es  sei  gesucht  log  1282637495.     Man  entnimmt  den  Tafeln 
mant.  log  12826  =  108  0912  356 
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mit  der  ersten  Differenz  338591  und  der  zweiten  —  25.    Die  Grösse 

dj  ist  hier 

37495  •  338591  .  ,^^^»  ,  „ 

100000        =  1269o4,7; 

dagegen  werde  ^2  ^^^  ^®^  Vega'schen  Tafel  entnommen.  Diese  gibt 
für  X  =  S1,  y  =  24:  den  Werth  2,8,  für  a;  =  37,  y  =  26  aber  3,0, 
daher  für  a:  =  37,  y  ^  2b  den  Werth  2,9.  Somit  ist  der  gesuchte 
Logarithmus 

9,1080912  356 

+  126  954,7 

+     2,9 

9,108  1039  314 
Man  kann  aber  auch  bequem  nach  den  Formeln  (5)  und  (6 )  §  46 
rechnen,  wobei  man  — —^  /r/g  einer  kleinen  Rechentafel  entnehmen  oder 


mit 

dem 

Rechenschieber  berechnen 
1  —  z        0,62505 

kann.     Hier 
=  0,3125 

ist 

und 

die 

2 
Jordan'sche  Tafel  gibt 

2 

0,31 

•  25 

=  7,75 

0,0025 

•25 

=  0,06 

7,81 

Daher  ist  das  corrigirte  z/^  =  338599,  womit  sich  der  Propor- 
tionaltheil wie  oben  zu  1269577  berechnet. 

Was  die  umgekehrte  Aufgabe  angeht,  die  Bestimmung  der  Zahl 
aus  dem  Logarithmus,  so  erledigt  sie  sich  nach  den  Formeln  (7)  und 
(8)   in  §  46,  die  man,  da  h  =  1  ist, 

schreiben  kann. 

Man  kann  das  zweite  Glied    dieser  Formeln   etwas   vereinfachen. 

Es  ist  ^  =  ~^-h  =  Q^  h,  also  hier  =  —  -,  während  zl,  =  2ßh^ 

=  /""(<x)/i^  hier  = g-  ist.     Setzt  man  also,  wie  oben 

.   _  B" 

^2  1010  j 

wo  D"  höchstens  =  44  ist,  und  nimmt  /i  ^  1,  so  kann  man 
^_ L.   V^  =  _V5I 

z/,  VM       10*  65901 

setzen. 
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Damit  wird  das  zweite  Glied  der  Interpolationsformel  (1) 

2)  _YEL.±(i_±). 

131802      z^i  V  jj 

Zur  Berechnung   dieses  Ausdrucks  hat  v.   Leber   seine    Tafel  U 
construirt,  die  in  Einheiten  der  5.  Stelle  von  ö/zJ^  die  Werthe  von 


131802  100 


V        100/ 


gibt  für  D"  =  4,  G,  •  •  •  44   und  |  =  1,  2,  3,  •  •  •  99.     Man  kann  also 
den  Ausdruck  (2)  aus  dieser  Tafel  entnehmen,  indem  man  |  =  100  — 

setzt. 

Es  sei  z.  B.  zu  4,022  9428  837  der  Numerus  zu  finden.  Der 
nächste  Tafellogarithme  ist 

log  10542,00000  =  4,022  9230  119. 

Die  Differenz  d  ist  =  198718,  z/^  =  41194G,  damit  ergibt  sich 
durch  siebenstellige  Rechnung 

A  =  0,4823885. 

Aus  der  Leber'schen  Tafel  ergibt  sich  mit  J)"=  39,  und  |  =48 
der  Werth  des  Ausdrucks  (2)  gleich  =  —  1,2, 
daher  ist  der  gesuchte  Numerus 

=  10542,48238. 

§  48.    Der  Interpolationsfehler. 

Der  Fehler  der  Rechnung,  den  mau  beim  Interpoliren  mit  zweiten 
Differenzen  begeht,  lässt  sich  auf  folgende  Art  schätzen. 

Es  seien  drei  auf  einander  folgende  Tafelwerthe,  bei  Abkürzung 
auf  r  Decimalen  ?/_i,  ?/o,?/i,  dagegen  in  Wahrheit  ?/_i  -f-  f„,  I/q -\-  fj, 
yi  -\-  e^'i  'l'iHn  sind  die  Differenzenreihen 

y-i  +  ^0 

Vi  —  ^.Vo  +  2/-1  +  ^2  —  ^^1  +  fo 
Vi  —  ?/o  +  *a  —  «1 
yi-\-  ^2 

Interpolirt  man  daher  zwischen  y^  -\-  f^  und  ?/_i  -\-  £„,  so  begeht 
man  den  Fehler 

.  s   2  zQi  —  z)  ,  ,,  .         . 

^1  —  (^1  —  *o)  ;^  ^ ^j^^  ih  —  ^h  +  *o) 

h-  —  z-    ,         z(h  +  z)  z(h  —  z) 
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Da    die    Coefficienten    von    Sq,  €^,  s^    positiv    sind,    so   ist    der 
Ausdruck 

10" 


<2 


l:  (p  _ ,.  +  !a_tj)  +  ?(^)) 


li^  -\-  liz  —  s^  hat  sein  Maximum  für  -r  =  ^;  "^o  es  den  Wertli  — — 

hat.     Daher  ist  der  Fehler 

IQ-'"    ^ 

Beim  Interpoliren  zwischen  y^  -\-  s^   und  y-^  -\-  s^   ist  der  Fehler 

ebenso  gross. 

Dazu  kommt  noch   der  Fehler,   der  durch  Abkürzung  der  Inter- 

10"'" 
polationsrechnung  entsteht  und  der  auch  ^  -— —  ist,  so  dass  der  Ge- 

sammtfehler  auf 

—  •  — r —  oder  rund  10"'' 

4  2 

steigt,  somit  etwa  dem  Fehler  bei  linearer  Interpolation  gleicht. 

Bei  der  umgekehrten  Interpolation,  wie  sie  durch  die  Glei- 
chungen (7)  und  (8)  des  §  46  gegeben  wird,  hat  man  zu  beachten, 
dass  die  Formel  (7)  die  Auflösung  der  Gleichung  (3)  §  46  nach  z  ist. 
Man  findet  also  den  Fehler  dz  in  z,  wenn  man  ausdrückt,  dass 
z  -\-  dz  der  nämlichen  Gleichung  genügen  muss,  in  der  nur  die 
Differenzen  die  wahren  Werthe  haben.     Daher  muss  sein 


1  z-\-8z  (^        z-^  8z\.   .     .  fj        ,       X 


Indem  man  dz  und  die  s  als  unendlich  klein  ansieht,  daher  ihre 
Produete  vernachlässigt,  findet  man 

—  «1   =  -^  (^2  —  «l)  +   -\- 


woraus 


z 

oz  = .         .     , 

d,        1  J. 


li  2 
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Der  Zähler  ist 

Ist   0  <  -^  <^  Ij  so  ist 


daher  der  Zähler  absolut 

z 
Im  Nenner  liegt  1  —  2  j  zwischen  —  1  und  1.     Daher  liegt  bz 

zwischen 

^  7T^  und   -10--—^- 

und  kann  also  etwa  =  10"''  —  gesetzt  werden. 

Im  Thesaurus  ist  8z  rund  für 

1         .^o        lOüOOO  „^„ 

log     10^  T^TTTTTTT  •   =  0,20 

log  10.10»      ^-  =  2,0. 

Man  kann  also  eine  zehnzifferige  Zahl  mit  einem  Fehler  von  etwa 
einer  bis  zwei  Einheiten  der  Ziffer  niedrigsten  Ranges  bestimmen. 


§  49.    Der  trigonometrisclie  Theil  des  Thesaurus. 

Bisher  haben  wir  nur  den  Theil  des  Thesaurus  betrachtet,  der 
die  Logarithmen  der  Zahlen  liefert.  Etwas  anders  liegt  die  Sache 
für  den  zweiten  Theil,  der  die  Logarithmen  der  trigonometrischen 
Functionen  enthält.  Dieser  gibt  zuerst  die  zehnstelligen  Logarithmen 
der  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und  Cotangenten  von  Secunde  zu 
Secunde  von  0"  0'  0"  bis  2'^  0'  0",  und  von  88°  0'  0"  bis  90*^.  Da- 
zwischen ist  das  Intervall  10". 

Der  grösste  Werth  der  dritten  DiJBFerenzen  zwischen  2"  und  88° 
ist  etwa  20  Einheiten  der  10.  Stelle,  daher  ist  nach  dem  früheren 
der  aus   der  Vernachlässigung   der    dritten   Differenzen   entspringende 

20 

Fehler  höchstens  — ,   also    etwas    mehr    als    eine    Einheit    der    10'"" 
Stelle.     Erst  von  3°  an  sind   die   dritten   Differenzen  6  oder  weniger 
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Einheiten   der    10*«°  Stelle  und  folglich  der  Fehler   <  ^  10- 1"  oder 

höchstens  0,5  •  10"^''  und  daher  zu  vernachlässigen. 

Für  die  zwei  ersten  Grade  gibt  der  Thesaurus  die  Functionen 
von  Secunde  zu  Secunde.  Bis  zu  0*^  12'  sind  die  Differenzen  so  gross, 
dass  man  besser  die  natürlichen  Sinus  interpolirt  und  dann  deren 
Logarithmen  aus  dem  ersten  Theil  des  Thesaurus  entnimmt.  Die 
natürlichen  Sinus  sind  ebenfalls  im  Thesaurus  für  die  ersten  12  Minuten 
von  Secunde  zu  Secunde  gegeben,  die  Logarithmen  der  Tangenten 
werden  aus  denen  der  Sinus  durch  die  leicht  zu  entnehmenden  log 
cos  gerechnet.  Für  Winkel  zwischen  12'  und  2"  erreicht  man,  da  die 
dritten  Differenzen  27  •  10—^°  sind,  etwa  die  gleiche  Genauigkeit  wie 
im  andern  Theil  der  Tafel. 

Die  zweiten  Differenzen  sind  in  der  Nähe  von  12'  und  von  2^ 
ungefähr  gleich,  nämlich    etwa   8500  •  10  ~^''.     Man    kann   also    zur 

Berechnung  des  Gliedes       ,     ^2     ^^^     Interpolationsformel     die     L. 

Zimmermann' sehe  BecJientafel  mit  Voi-theil  anwenden,  oder  eine  beson- 
dere Interpolationstafel,  wie  sie  v.  Leber  in  dem  oben  §  45  ange- 
führten Werke  hat,  die  die  Werthe  der  Functionen 


lOOO  (1  -  4)  1 '  2000  (1  -  1)  1, . . .  9000  (1  -  1) 


20 


gibt  für  I  =  0,000  bis  ^  =  5,000,  anfangs  mit  dem  Intervall  0,005, 
später    dem    0,01    und    0,02.      Aus    diesen    Werthen   kann    man  das 

~     z^o  zusammensetzen  durch  Addition,  indem  man  von  12'  bis  2" 

unter  |  das  zehnfache  der  Secundendecimalen,  nach  2^  aber  unter  § 
die  Secunden  versteht.  Für  die  Berechnung  des  Winkels  aus  der 
Function  kommt '  wesentlich  nach  (10)  §  46  die  Function 


p"^  \3  sin 


+ 


sin*  X    '    4  sin*a;  cos*  x/ 

in    Betracht,    die    an    der    unteren    Grenze    des    betrachteten    Gebiets 
ihren  grössten  Werth  erreicht. 

Für  2**  hat  man  h  =  10";  setzt  man  näherungsweise  cos  ic  =  1,  so 

wird  der  Fehler  -,-7yv^ — ^-s— ,  also  rund  0  "00001. 
Q   ^12  ■  sm^  x^ 

Für  12'  hat  man  h  =  1",  daher  wird  der  Fehler 

7 
q"^  ■  12  sin^.'c' 

also  etwa  die  sechste  Decimale  der  Secunde. 

Für  die  Rechnung  gelten  die  nämlichen  Bemerkungen  wegen  der 
Hilfsmittel  wie  oben.    Kommen  öfter  solche  Interpolationsrechnungen  , 
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vor,  so  thut  man  gut,  sich  ein  den  besonderen  Hilfsmitteln  angepasstes 
Schema  anzulegen,  in  dem  man  die  Bestimmung  des  Logarithmus 
oder  der  Zahl  bezw.  des  Winkels  ausführt. 

Die   hier  ermöglichte   Genauigkeit,  die   sicher   einen  Fehler   von 

höchstens  -^  Secunde  garantirt,  ist  natürlich  für  die  praktischen  An- 
wendungen eine  weitaus  übertriebene.  Aber  es  kann  sich  bei  feinen  geo- 
dätischen Mes-sungen  empfehlen  bei  der  Rechnung  vier  oder  fünf 
Decimalen  der  Secunde  mitzunehmen,  obgleich  die  Messungen  selbst 
höchstens  bis  auf  ein  Huudertel  der  Secunde  genau  sind,  um  eine 
durch  die  Anhäufung  der  Fehler  entstehende  grössere  üngenauigkeit 
zu  vermeiden.  Man  liefe  sonst  Gefahr,  durch  die  Rechnung  die  Fein- 
heit zu  verlieren,  die  man  bei  der  Messung  erreichen  kann. 

Als  Beispiel  sei  betrachtet  log  sin  2«  18'  43"0142. 

Man  hat  hier 

log  sin  2«  18'  40"  =  8,605  5804181  —  10 
z/i  =  5213918 
^2  =  —  6263 

hier  ist  h  =  10",  '^  =  ^^  =  0,34929. 

Mit  der  Rechentafel  findet  sich 

0,34  •  6263  =  212,94 

0,0092  •  6263  =      57,6 

0,00009  •  6263  =        0,6 


Daher  wird 


^1  —  -^^2   = 


2187,6 
5213918 


2/i       2  2188 


5216106 
log      =6,71734(54 

log  4  =  9,4791721  — 
o  h  '  


10 


6,1965185 
Die  Zahl  dazu  ist  1572239, 

daher  log  sin  2«  18'  43"0142  =  8,6057376  420  —  K). 
Bei    der    Benutzung    der    von    Leber'scheu    Tafel    rechnet    man 
zunächst 

log  ^^^  =  9,4791721  —  10 

log  4  =  6,7171642 
6,1963363 

Lüroth,   numerisches  Rechnen.  ö 
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daher 

^  ^   =  1571580. 

Mit  3"0142  findet  sich  dann  aus  der  Leber'schen  Tafel  für 
6000  •  •  •  631,7 


200  •• 

•    21,0 

60-- 

•      6,3 

3-- 

•      0,3 

659,3 
daher 

log  sin  2"  18'  43"0142  =  8,605  5804  181  —  10 

1571580 
659 


8,605  7376  420  —  10 
wie  vorhin. 

Wenn  umgekehrt  die  gefundene  Zahl  als  log  sin  gegeben  und  z 
gesucht  ist,  so  hat  man 

log  sin  2°  18'  40"  =  8,605  5804  181  —  10, 
daher  die  Differenz  0,000  1572  239  =  d 
mit  ^j  und  z/g  wie  zuvor.     Damit  folgt 

log  ö  =  6,1965186  —  10     log  z/^  =  3,79678,, 
log  z/i  =  6,7171642  log  z/^  =  6,71716 

9,4793544  —  10  7,07962„  —  10 

4-  =  0,3015466  ^  =  —  0,0012012. 

Damit  ist  jetzt  zu  berechnen 

.i  ^  (l  _  A\  =  _  0,0006006  •  0,6984534, 

was  mit  den  Rechentafeln  gibt: 

0,0006006  .  0,69  =  0,0004144,1 

.  0,0084      =  50,4 

•  0,000053  =  0,3 

0,00004195 
Daher  ist  weiter  zu  rechnen 


^M 


0,0004195}  =  0,3015466  •  0,9995805 

log  0,3015466  =  9,4793544  —  10 
log  0,9995805  =  9,9998178  —  10 

9.4791722  —  10 
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mit  dem  num  =  0,3014200,  so  dass  der  gesuchte  Zuschlag  zu  '2^  18' 40" 
in  der  That  3"014200  ist. 

Mit  den  v.  Leber'schen  Interpolationstafeln  hätte  man 

|1201.J^(1-^) 

entnommen  in  folgender  Weise  mit  der  Zahl  3,015 

1000  •  •  •  105,2 

200  •••    21,0 

1  •  ■  •      0,1 


126,3 


oder  richtig  0,00126.    Diese  ist  von  dein  berechneten  h—  =3,015466 
zu  subtrahiren  und  liefert  3,01420,  wie  oben  gefunden  war. 


8* 


Achtes   Kapitel. 

Hilfsmittel  zur  Berechnung  von  Logarithmen  mit  mehr  als 
sieben  Stellen. 

§  50.    Neunstellige  Logaritlimeii  der  Zahlen. 

Wenn  man  mit  siebenstelligen  Logarithmen  nicht  die  gewünschte 
Genauigkeit  erreicht  und  keine  der  seltenen  und  theueren  Tafeln,  die 
oben  §  46  erwähnt  wurden,  zur  Verfügung  hat,  so  kann  man  an 
deren  Stelle  kleine  Tafeln  benutzen,  die  mit  einiger  Rechnung  jene 
ersetzen. 

Logarithmen  mit  neun  Decimalstellen  können  nach  einem  von 
Gundelfinger  und  Neil  angegebenen  Verfahren  einfach  durch  eine 
kleine  Tafel,  die  unter  dem  Titel:  Tafeln  zur  Berechnung  neun- 
stelliger Logarithmen,  Darmstadt  1891,  erschienen  ist,  auf  folgende 
Art  berechnet  werden. 

Man  schreibe  die  Zahl  a  neunstellig  und  zerlege  sie  nach  dem 
Schema 

a=  n  •  10^  -|-  p, 

wo  also  p  die  Gesammtheit  der  fünf  Ziffern  niedrigsten  Ranges  be- 
zeichnet und  n  daher  aus  vier  Ziffern  besteht  und  ^  1000  aber 
<  9999  ist.  Das  angeführte  Werk  gibt  dann  in  einer  ersten  Tafel 
den  log  n  auf  neun  Decimalstellen,  und  in  einer  zweiten  Tafel  zu 
einer  Zahl  A  eine  B,  die  durch  die  Gleichung  10*  =  1  -f-  10"^  zu- 
sammenhängen, oder  zu  x  den  log(l  -|-  numloga;),  also  zu  log  :~-  =  A 

neunstellig  log  ( 1  +  tk^]  =  ^-  Di^  Summe  B  -\-  log n  liefert  also  neun- 

steUig   log  (10^ w  +  xi).      Die    Tafel  I    enthält    9000    Werthe,    — |^ 

schwankt  zwischen  0  und  —-^ — —-  =»  0,001,  log  (1  +  rp- — )  zwischen 

0  und  0,000434078.  Die  Tafel  II  enthält  dann  2750  Werthe  in 
Intervallen,  die  eine  bequeme  lineare  Interpolation  gestatten.  In 
beiden  Tafeln  sind  die  letzten  Stellen  unterstrichen,  wenn  sie  wegen 
Fortlassung  der  weiteren  Stellen  erhöht  wurden. 
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Sei    nun    z.  B.    log  101499767    zu    suchen,    so    ist    n  =  1014, 
j)  =  99767.     Man  entnimmt  aus  Tafel  I 

logn-  105=  8,006  037  955. 

Man  rechnet  siebenstellig 

log  99767  =  4,9989869 
log  1014  •  10^  =  8,0060380 

logrJ—  =  6,9929489  —  10. 
Die  Tafel  II  gibt  zu 

6,992500  •••0,000426  649 
6,993000  7 140 

491 

Der  Proportionaltheil  wird   ---  •  51  =  50,1,  daher 

womit 

log  101499767  =  8,006  465  045 
sich  findet. 

Sei  umgekehrt  eine  Zahl  h  gegeben  und  num  log  b  gesucht.     Die 
Differenz  von  zwei  Zahlen  der  Tafel  I  ist 

<  log  1001  —  log  1000  =  0,000  434  077. 

Wenn  man  also  die  Zahl  n  so  sucht,  dass  der  aus  Tafel  I  zu  ent- 
nehmende log  n  •  10^  möglichst  nahe  bei  der  gegebenen  Zahl  b  liegt, 
so  dass 

logM  •  10^  <  &  <  log  {u  +  1)  •  10% 

so  ist  b  —  logw  •  10^  eine  Zahl,  die  in  Tafel  11  im  Functionstheil 
vorkommt.  Da  nun  in  dieser  Tafel  zu  dem  Functionswerth 
y  =  log  (1  -|-  num  log  x)  der  Werth  log  (10^  —  1)  des  Arguments  x  ge- 
hört, so  kann  man  aus  dieser  Tafel  zu  ?;  —  logwlO^  durch  Übergang 
von  der  Function  zum  Argument  den  Werth 


4  =  log(^,-l) 

°  \n  ■  10^  / 


entnehmen.    Die  Summe  A  -\-  log  n  -\-  5  liefert  dann  log  (10*  —  n  ■  10^) 
und  daraus  j)  =  K/  —  n  •  K/'  und  das  gesuchte 

10*  =  num  log  b  =  10^  •  n  -\-  j)- 

Sei  z.  B.  b  =^  8,022  942  884,  so  ist  der  nächst  kleinere  Logarith- 
mus aus  Tafel  I 

log  lü54  •  10^  =  8,022840611, 

daher  b  —  log  nlO'"  =  0,000102273.   Die  Tafel  II  liefert  zu  dem  Werthe 
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B  =  0,000 102  266 

den  Werth  ^  =  6,372  und  die  Differenz  der  Wertlie  B  ist  236, 
daher  gehört  zu  5  =  0,000102273  der  Werth  A  =  6,3720096;  hierzu 
log  n  ■  10^  =  8,0228406  addirt,  gibt  4,3948702,  dessen  Numerus 
=  ^  =  24824,9,  daher  wird 

num  log  8,022  942  884  =  105424824,9 . 

§  51.    Die  Genauigkeit  der  GTindelfinger-Nell'sch.en  Methode. 

Bei    der  Methode    von  Neil    und   Gundelfinger    begeht    man  bei 

1  .      .  .  p 

log  n  einen  Fehler  —  10~  ^,  die  siebenstellige  Rechnung  von  Ä=log  jh— 

führt  einen  Fehler  10~"''  mit  sich,  da  Interpolationen  nicht  nöthig 
sind.     Da 

10^  dB  =  10^  dÄ, 

so  wird  der  hieraus  entstehende  Fehler  von  B  gleich  10-^ ~^  •  10~'^. 
Hierzu  kommt  noch  der  Interpolationsfehler,  der,  da  die  B  neunstellig 
sind,  höchstens  10~^  ist,  so  dass  man  in  B  auf  einen  Fehler 
IQA-B—i  _|_  10—9  rechnen  muss.  Der  Logarithmus  von  a  hat  also 
den  Fehler 

y  10-9  _!_   lQA-B-7 

Es  ist  aber  10"*~^  ^^       ^  Tn»^^  10"^,  so  dass  also  der  Fehler  merk- 

3 

lieh  =  —  10~9  ist.  Man  sieht  aber,  dass  die  Nebenrechnung  sieben- 
stellig zu  führen  ist,  denn  bei  sechsstelliger  würde  das  zweite  Glied 
der  obigen  Formel  10~  ^  geben,  also  im  schlimmsten  FaU  den  Fehler 

5 
auf  —  10—9  steigern. 

Beim  Übergänge  vom  Logarithmus  zur  Zahl  ist  die  Zahl  n  genau 
zu    entnehmen,    dagegen    ist    h  —  log«-10^  =  jB    mit    dem   Fehler 

—  10-9  behaftet.     Mit  ihm  folgt  der  Fehler  in  Ä  gleich 

IQB-A  .  A  10-  9  =  -  •  4-  10-9  . 

Da  die  Tafel  zu  x  den  log(l  -f-  iii-^Di  log  a;)  =f{x)  gibt,    so  ist   der 

1    10 —  9 

Interpolationsfehler  =  —  „,.  ..  • 

Aber  es  ist  f  (x)  =  - — ; •  10*,    und,  weil 

'     ^   ^         1  -\-  num  X  '  ' 

10^    =:    10«  —    1    =    —^ 1    =  ^ 

wlO^        ^         nlO^' 
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r(A\=       ^ ?—  —  P- 

'    ^    ^  p         nlO"         a 


der  lüterpolationsfehler 

und  folglich  der  Gesammtfehler 


i-10-».^, 

2  p  ' 


10-0.  « 


Hierzu  kommt  der  Fehler  von  log  n  und  daher  wird  der  Fehler  von 


2  p 


und  daraus  der  Fehler  von  p  selbst  und  damit  von  a 


1  3       a  .|  p._  g  3     a 

Jf  -^^  ■  Y  ■  lö"  '  ^  T  M 


indem  ein  Interpolationsfehler  nicht  zuzufügen  ist,  da  ja  p  nur  fünf 
Ziffern  hat.  Der  Fehler  in  a  ist  also  nur  höchstens  dreimal  so  gross 
als  er  bei  Anwendung  von  neunstelligen  Tafeln  sein  würde.  Trotzdem 
der  Übergang  von  B  zu  Ä  bei  kleinen  B  sehr  ungenau  ist,  hat  also 
diese  Ungenauigkeit  keinen  grossen  Einflnss  auf  a.  Wäre  z.  B. 
num  log  8,999950570  gesucht,  so  hätte  man  log  999900000  =  8,999956568 
und  B  =  0,000000002.  Damit  würde  A  =  1,65  —  10  folgen  und 
log  p  =  0,55,  also  2)  =  3,55  und 

«=999900003,5. 

Der  zehnstellige  Logarithmus 

8,9999565700 

würde  nach  dem  Thesaurus  dagegen  auf  999900003,7  führen. 

Wenn  indessen  B  klein  ist,  kann  man  in  Ä  =  log  (10®  —  1)  für 

10®  =  e®'^  die  Reihe  1  +  ijF  +  v  'Kn  ~l~  '  '  "  benutzen,  wodurch 

^  =  log^_logM+|i?+  l,W  +  -- 
wird.     Da  aber  B  höchstens  0,000434078  ist,  wird 

^  ^  <  0,000000018 
und  folglich  ganz  zu  vernachlässigen.     Man  darf  daher 


A  =  0,3622157  +  log  J5  +  ^ 


setzen,  womit 
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logp  =  5,3622157  +  log  n -}- log  B -\- ^ 

wird. 

Im  vorigen  Beispiel  ergibt  sich  so 

\ogp  =  5,3622157  +  3,8999566 
+  1,3010300  —  10 
+  0,0000000 
=  0,563  .  •  •  ■ 

und  p  =  3,66,  wie  nahezu  auch  oben  gefunden  war. 


§  52.    Anwendung  auf  den  Thesaurus. 

Eine  der  eben  vorgetragenen  Methode  analoge  kann  man,  wie 
Neil  angegeben  hat  (Zeitschr.  für  Vermessungswesen  Bd.  20,  1891, 
Seite  442)  anwenden,  um  bei  der  Benutzung  des  Thesaurus  die  Inter- 
polationen zu  erleichtern. 

Setzt  man  nämlich  die  zehnzifferige  Zahl  a  =  n  -\-  p,  wo  p  die 
aus   den  fünf  Ziffern  niedrigsten  Ranges   gebildete  Zahl  ist,  so  wird 

log  a  =  log  ^  +  log  (l  +  -f-) , 

logn  entnimmt  man,  da  n  höchstens  fünf  Ziffern  hat,  ohne  Weiteres 

dem  Thesaurus.     Setzt  man    log  —  =  Ä   und    log  ll  -\-  —j  =  B,   so 

ist   10^  =  1  -f-  10^,  wie   vorhin.      Da  p  höchstens   =  99999   und  ii 

mindestens    1000000000  =  10^    so  wird    ^  höchstens  =  10-^  und 

B  höchstens  =  log  1,0001  =  0,0000434273,  so  dass,  wenn  B  zehn- 
stellig  angesetzt  werden  soll,  höchstens  sechs  geltende  Ziffern  vor- 
kommen. Man  reicht  also  mit  siebenstelligen  Logarithmen  bei  der 
Berechnung  von  B  aus  und  braucht  demnach  auch  Ä  nur  sieben- 
stellig anzusetzen.     Dann  kann  man  aber,  wie  oben, 

^  =  log  5  -f  y  -f  0,3622157 

setzen. 

Diese  Formel  gibt  ohne  Weiteres  die  Lösung  der  Aufgabe,  zum 
Logarithmus  die  Zahl  zu  suchen.  Denn  ist  h  =  log  a  gegeben,  so 
sucht  man  im  Thesaurus  log  n  möglichst  nahe  bei  h,  die  Differenz 
b  —  log  n  ist  das  B,  aus  dem  mit  der  obigen  Formel  A  folgt,  und 
damit  \ogp  =  log  n  -\-  A.  Da  ^  höchstens  fünf  Stellen  hat,  reicht 
man   in  A   sicher    mit    sieben    aus.     Da   der  Fehler  in  B  höchstens 

—  10~^  ist,  so  kann  man,  wenn  man  A  siebenstellig  berechnet,   bei 
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log  B  nur  den  Interpolationsfehler  10~''  anwenden,  der  mit  dem 
Fehler  von  0,362  ••  •  zusammen  A  um  -^-  10"'^  fehlerhaft  erscheinen 
lässt  und  logp  um  2  •  10^''.     Daher  hat  2>  selbst  den  Fehler 

f  (2 -10-^  +  1 10-^)  =  11-.  10-% 

uder  da  ^)  höchstens  =  10^  ist,  höchstens  den  Fehler  7  •  10- ^^  §0 
dass  die  Stelle  ( —  1)*^°  Ranges  in  a  um  nahezu  eine  Einheit 
falsch  sein  kann.  Die  Ungenauigkeit  ist  dann  merklich  kleiner,  wie 
bei  der  gewöhnlichen  Benutzung  der  Tafeln. 

Soll  aber   log  a  gesucht  werden,  so   muss   aus  der  letzten  Glei- 
chung B  aus  Ä  bestimmt  werden.     Setzt  man 

u  =  9,6377843  —  10  -f-  ^, 

so  wird  logi^=a  —  ß.  Neil  gibt  eine  Hilfstafel,  der  zu  cc  das  ß 
entnommen  werden  kann.     Ferner  hat  man  die  Beziehung 

10«  =  10-V  =  1  -I-  10^  =  1  +  10«-»'«3  •  •  •  +10, 

102/^—1  =  10«  -110, 
oder  genähert 

2/3  =  10«, 
woraus 

log/3  =  9,6989700  —  10  +  a. 

Einfacher  scheint  es 

iog(i+f)=2i,f(^,+i(^y+...) 

zu  setzen.     Dabei  ist 

^-<-^  =  lio-^ 

2n-{-p^  2    10«  2  ' 

daher 

6  \2n-{-p/        24  ' 

und  hat  auf  die  zehnte  Decimalstelle  keinen  Einfluss.  Man  kann 
also 


und 


°  \       '     nj  2 »  -f  p 

loga  =  logn  +  2Jf^^^ 


setzen,   wobei   man   den   zweiten   Summanden  siebenstellig  berechnen 
kann. 


I 
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Nehmen  wir  als  Beispiel  log  1000099999.     Hier  haben  wir 

lüg  1000000000  =  9,0000000000 

logiJ  =  4,9999957 

log  n  =  9,0000000 

A  =  5,9999957  —  10 

a  =  5,6377800  —  10,  v 

: 
womit   aus    der   Nell'schen    Tafel    ß  ^  211   Einheiten    der    siebenten 

Decimale  sich  ergibt  und 

log  B  =  5,6377583  —  10 

B  =  0,0000434268.5 
log  a  =  9,0000434268.5 
folgt. 

Dagegen  ist  2n  +  p  ==  2000099999 

log2Jf  =9,9388143  — 10 
logj)  =  4,9999957 
4,9388100 
log  {2n  +  p)  =  9,3010517 

5,6377583  —  10, 

wozu  der  Numerus  0,0000434268.5  und 

log«  =  9,0000434268.5 

wie  oben.    Umgekehrt  sei  num  log  9,0000434265  gesucht.    Der  nächste 
Tafellogarithmus  ist  log  10^  =  9,000  •  •  • .     Daher 

B  =  0,0000434265 
B 


2 


0,0000217 


log  B  =  5,6377548  —  10 
0,3622157 

5,9999922  —  10 

logw  =  9,0000000 

logp  =  4,9999922 

p  =  99998 
und 

rt=  1000099998. 

Im  Ganzen  scheint   es,  als  ob   diese  indirecten  Methoden  gegen 
die    einfache   Interpolation   mit    zweiten    Differenzen,    die    bei    deren 
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Kleinheit  nicht  mühsam  ist,  keine  wesentlichen  Vortheile  böte, 
da  man  bei  dieser  wie  bei  jenen  Methoden  siebenstellige  Neben- 
rechnungen machen  muss. 


§  53.    Logarithmen  der  Zahlen  auf  fünfzehn  und  mehr  Stellen. 

Zur  Berechnung  der  Logarithmen  der  Zahlen  auf  fünfzehn  und 
mehr  Stellen  hat  man  verschiedene  Tafeln  und  Methoden  (die  natür- 
lich auch  die  Berechnung  von  Logarithmen  auf  eine  geringere  Zahl 
von  Stellen  gestatten).  Am  gebräuchlichsten  und  am  bequemsten 
anzuwenden  sind  die  Rechen  Vorschriften,  die  auf  folgenden  Sätzen 
beruhen. 

Ist  ([  =  %,  (li(L2  ■  •  ■  ^iiiß  dekadisch  geschriebene  Zahl,  in  der 
'Yi,  eine  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  von  mindestens  zwei  Ziffern 

vorstellt,  so  ist  — %--  <  1    aber  >  — ^—:  =  1 :—  •      Da   r/„  4-  1 

>  10"~^   ist,   wenn  r/„    a   Ziffern  enthält,    so   ist         ,   ,  >  1 ■ 

und  wird,  da  es  kleiner  als  1  ist,  als  ein  echter  Decimalbruch  ge- 
schrieben, der  hinter  dem  Komma  mindestens  a  —  1  Neuner  hat, 
also,  da  a  ^  2  sein  soll,  mindestens  einen  Neuner.  Hat  man  weiter 
eine  Zahl  p,  die  dekadisch  in  der  Form  0,9"  •  •  •  erscheint,  d.  h 
hinter  dem  Komma  gerade  n  Neuner  und  nicht  mehr  hat,  wo  w  >  1 
ist,  so  sei  sie  dekadisch  geschrieben 

WO  2)i  nicht  =  9  sein  darf,  weil  sonst  n  -\-  \  Neuner  hinter  dem 
Komma  wären,  gegen  die  Annahme,  dass  es  deren  nur  n  sind.  Bildet 
man  dann  das  Product  von  p  mit  der  Zahl 


1  + 


■Pi 


f-^' 


die,  weil  p,  <  a  —  1 ,  >  1  ist,  so  ist  es,  da  «  <  1 1-  ^^^  T 

f  j-  i         ^  t  I  7  ±      ^  7,     I  n-|-l    > 

Andererseits  aber  ist  das  Product 


124  Achtes  Kapitel.  [§  53. 

>1__1__J_+  ' 


^n+1         ^m    1     ^2«+i 


Ist  nun 
so  hat,  da 


1 Vt  =  0,9"+i, 


das  Product  nach   dem  Komma  mindestens  n  -{-  \  Neuner,   also  eine 
Neun  mehr  als  p. 
Ist  aber 

so  bilde  man,  was  ja  durch  eine  Addition  leicht  geschieht, 

K^  +  7^)- 

Dies  ist 


3  aber 

<i'C+"-^)0+,-i) 


Andererseits  ist  es  aber 


und  daher  nach  der  Annahme 

Folglich  hat  in  diesem  Falle  die  Zahl  i?  ( 1  +  ^~^l)  nach  dem  Komma 
2n  Neuner,  also  doppelt  so  viele  wie  j}. 

So  ist  z.  B.  für  die  Zahl  0,90001  der  erste  Multiplicator  1,09. 
Aber  0,90001  •  1,09  ist  =  0,9810109  und  hat  ebenso  viele  Neuner 
wie  die  gegebene  Zahl  Dagegen  ist  0,90001  •  1,1  =  0,990011  und 
hat  zwei  Neuner. 

Wenn  nun  log«  gesucht  ist,  so  dividirt  man  zuerst  a  durch  eine 

zweizifferige  Zahl  o^,  so  dass  —  <  1  wird  und  hinter  dem  Decimal- 
komma  mindestens   einen  Neuner  zeigt.     Dann  multiplicirt  man  mit 
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a 


1  4~  f'i>  so  dass  —  (1  -f-  f*i)   zwei  Neuner  zeigt,  bestimmt   weit^  a^, 


so   dass  —  (1  -|-  «i)(l  +  ^^2)   ^^^i    Neuner  hat   u.  s.  wr,   wobei   event. 


auch   vielleicht    zwei    Multiplieatiouen   erst   einen   neuen   Neuner    zu- 
fügen.    Man  erreicht,  so  dass 

f  (1  +  a,)(l  +  «,)  •  •  •  (l  +  «„,)  =  ?>„, 

a  ' 
hinter   dem    Komma   mindestens   ^   Neuner   hat  und   also   ^1 — 

ist,  wo  a^  <  1.     Dann  ist,  wenn  fi  gehörig  gross  ist, 

log6,„  =  log(l-^)  =  -Jlf^ 
ZU  setzen.     Damit  folgt 


log  a  =  log  «0  —  log  (1  4-  «J  —  log  (1  +  «2)  —  ■  •  •  —  log  (1  +  öm) 


il/-^: 


bei  natürlichen  Logarithmen  fällt  der  Factor  31  im  letzten  Gliede  fort. 

Die  Multiplieatiouen  werden  am  leichtesten  nach  der  symmetri- 
schen Methode  mit  Hilfe  eines  Streifens  ausgefühi-t. 

Nimmt  mau  in  den  vorigen  Untersuchungen  ^r  =  lOU  und  ver- 
steht unter  i\p2  •  •  •  Zahlen,  die  ein-  oder  zweizifferig  sein  können, 
so  sieht  man,  dass  man  durch  Multiplication  mit  passenden  Factoren 
stets  zwei  Neuner  den  vorhandenen  beifügen  kann;  die  Rechnung 
wird  dann  etwas  unbequemer,  aber  ungefähr  nur  halb  so  lang.  Und 
ähnlich  kann  man  g  =  1000  u.  s.  w.  nehmen. 

Wenn  zu  einer  Zahl  b  als  Logarithmus  die  Zahl  a  zu 
suchen  ist,  also  a  =  num  log  &,  so  sucht  man  die  ganze  Zahl 
«0,  so  dass  log  10"°  gerade  kleiner  als  h,  also  log  10*^°  >  h  ist. 
Dann  ist  h  —  log  10"'  >  0  aber  <  log  10.  Nim  sucht  man  in  den 
Tafeln  die  ganze  Zahl  a^  zwischen  1  und  9,  so  dass  h  —  log  10"°  >  logff„ 
aber  <  log  (a,^  +  1)  ist.  Dann  wird  b  —  log  10"°  —  log  «^  >  log  1 
aber  <  log  2  sein.     In  der  Tafel  für  die  log  {l,r)  wird  sich  also  eine 

Ziffer  öj  so  finden,  dass  log  (1  -\-    M  <Cb —  log  10"°  —  log  a^,  während 

dies  selbst  <  log  ( 1  -| — ^  .T    j   ist.     Demnach  wird  b  —  log  10"»  — 

log  «,  -  log  ( 1  +  f-j)  >  log  1  aber  <  log(l  +  j^)  <  log  (l  +  j^ 
sein  und  daher  in  der  Tafel  für  log  (l,0r)  sich   eine   Zahl   ((.^  finden, 
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die   gerade   unter   ihm   liegt  u.  s.  w.      So   geht   man   weiter   und   hat 
schliesslich 


«=10-«o(l  +  °lli)(l  +  ä) 


statt  wie  im  vorigen  zu  multipliciren  kann  man  auch  durch 
Division  die  Zahl  a  in  Factoren  auflösen.  Doch  scheint  dies  weniger 
bequem. 

§  54.    Die  Tafeln.     Beispiel. 

In  dem  Recueil  de  fornmles  et  de  tahles  numeriques  par  Hoüel, 
Paris  1885,  (3.  Auflage)  finden  sich  in  Table  V  die  15-stelligen  ge- 
meinen Logarithmen  von  l,Ors,  1,0^'rs,  l,0^rs,  l,0''rs,  wo  r  und  s 
zwischen  0  und  9  variiren.  Mit  dieser  Tafel  kann  man  die  zuletzt 
erwähnte  Rechnung  mit  ^  =  100  anwenden.  In  Table  VII  hat  man 
die  natürlichen  20 -stelligen  Logarithmen  aller  Zahlen  der  Form 
l,r,  l,Or,  1,0V,  .  •  •,  1,0^^  für  r  =  1,  2,  •  •  ■,  9.  Ähnliche  Tabellen 
für  20 -stellige  gemeine  und  natürliche  Logarithmen  aller  Zahlen  von 
den  Formen  1  —  0,r,  1  —  0,0r,  •  •  •,  1  —  1,0^V;  l,r,  l,Or,  •  •  •,  1,0^V 
finden  sich  in  der  Abhandlung  von  Wace,  On  the  cdlculation  of  Loga- 
rithms.     Math.  Messenger  Vol.  3.     London  1874.     Seite  66—92. 

20 -stellige  gemeine  und  natürliche  Logarithmen  kann  man  auch 
mit  Hilfe  der  Tafeln:  Tahles  portatives  de  Logarithmes  par  Callet 
finden.  In  der  neuesten  Auflage  dieses  altberühmten  Tafelwerkes 
(Tirage  1890)  hat  man  auf  den  Seiten  170 — 189  die  natürlichen  und 
gemeinen  20 -stelligen  Logarithmen  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  1200, 
auf  Seite  190 — 195  die  nämlichen  Logarithmen  der  Zahlen  von  101000 
bis  101179  mit  den  drei  ersten  Difi'erenzen.  Die  Benutzung  dieser 
Tafeln,  sowie  der  auf  Seite  196 — 201  zur  Aufsuchung  des  Numerus 
dienenden  ist  auf  Seite  101  ff.  der  Einleitung  auseinandergesetzt.  Es 
sei  hier  nur  erwähnt,  dass  eine  Interpolation  mit  dritten  Differenzen 
dabei  nöthig  ist. 

Bei  den  Hilf staf ein  zur  präcisen  Berechnimg  20 -stelliger  Loga- 
rithmen u.  s.  w.  von  A.  Steinhauser,  Wien  1880,  zerlegt  man  in  fünf 
Factoren:  eine  ganze  vierzifferige  Zahl  und  vier  Zahlen 

1    _J_      ^1  1    _[_      ^2  1       I  ^3  1       I  ^4 

wo  die  Zahlen  a^,  a^,  %  höchstens  vierzifferig  sind.  Die  Logarithmen 
der  vier  ersten  Zahlen  gibt  die  Tafel.  Für  logfl  -|-  t^)>  ^o  a^<i  10 
ist,  kann  man  hinreichend  genau  M  -~  setzen.  Die  zu  dieser  Zer- 
legung nöthigen  Divisionen  sind  nicht  ganz  einfach.  Ausserdem  ist 
die  Tafel   von  Steinhauser,  wie  Perrot  in   dem  Bulletin  des  Sciences 
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mathematiques  (Darboux),  2^  Serie,  Band  11  (1887)  Seite  51  ff.  gezeigt 
hat,  mit  systematischen  Fehlern  behaftet,  die  von  unrichtiger  Be- 
nutzung der  Callet'schen  Tafeln  für  Gl -stellige  Logarithmen  her- 
rühren und  die  zehnte  Decimale  betreffen. 

Zur  Berechnung  von  24-stelligen  gemeinen  Logarithmen  dienen 
die  Tafeln:  Tables  for  tJie  formation  of  Logaritlims  und  Anülo(jarithms 
to  twenty-four  or  any  less  niimher  of  places  hy  Feter  Gray.  London 
Ch.  und  E.  Layton  1876,  die  mit  historischer  Einleitung  und  ausführ- 
licher Gebrauchsanweisung  versehen  sind. 

30 -stellige  natürliche  Logai-ithmen  kann  man  durch  ein  Ver- 
fabren  wie  das  oben  geschilderte  berechnen  mit  den  „Tafeln  zur 
30-stelUyen  loyarithnischen  Rechnung"  von  li.  Hoppe.     Leipzig  1876. 

Sei  gesucht  log  tc  =  log  3,141592653589793. 

Man  theilt  n  durch  32  und  findet  mit  den  Jordan'schen  Multipli- 
cationstafeln 

0,9817  47704246  81031. 

Man  multiplicirt  dann  mit  1,018,  wodurch 

99941916  29232529  0 
entsteht.     Der  Factor  1,0%8  liefert  dann 

9999  9882  6037  7482  4, 
der  l,Oni 

9999  9992  6036  4568  8, 
der  1,0^73 

9999  9999  9036  4514  8. 

Wenn  man  nun  weiter  mit  1,0^96,   1,0"35,   1,0^^48  multiplicirt,  ent- 
steht eine  Zahl,  die  so  wenig  von   1  verschieden  ist,  dass  man  ihren 
Logarithmus  =  0  setzen  kann. 
Folglich  ist 

log  n  =  log  32  —  log  1,018 log  1,0"48. 

Wenn   man   die  Logarithmen  aus   der  Tafel  V  bei   Hoüel  entnimmt, 

so  erhält  man 

log  32  =  1,5051  4997  8319  906 

log    1,018    =     0077  4777  8000  740 


log  1 

log  1 

log  1 

log  1 
log 


0^58   =  2  51817779  405 

oni   =  47  7723  667 

0^73   =  31703  496 

0^96   =  416  923 

0^135  =  1  520 


log    1,0^348= 21 

log  n  =  0,497 1  4987  2694  134 

was  bis  auf  die  letzte  Stelle  richtig  ist. 
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7t 

Es   sei    e^    zu    berechnen.      Der    natürliclie    Logarithmus    ist   — 
und  man  hat  also  zu  der  Zahl 

^  =  0,7853  9816  3397  4483  0962 

4  ' 

als  einem  natürlichen  Logarithmus  die  Zahl  zu  suchen.    Die  Tafel  VII 
von  Hoüel  gibt  nun 

12  =  0,6931  4718  0559  9453  0943, 
die  Differenz ?  2  wird 

4 

0,0922  5098  2837  5030  0019; 

die  nächst  niedrigere  Zahl  der  Tafel  ist 

1 1^9  =  0,0861  7769  6241 0523  3234 
und  es  folgt 

|-  —  Z  2  —  Z  1,09  =  0,0060  7328  6596  4506  6785 . 
Man  geht  so  weiter  und  findet 
|-  —  /  { 2  •  1,09  •  1,006  . 1,0*9  .  l,On  .  1,0^2  •  1,0^  •  1,0«8  •  1,0^9  •  l,0i«6 } 
=  0,0000  0000  0009  1803  0254 

und  dies  kann  man 

=  n,0ii9  1803  0254 
setzen. 

Es  folgt  endlich 
it 
e^=2  ■  1,09  •  -  •  1,0^0(3  .  i^QiiQ  1303 0254. 

Die  Multiplication  ergibt  den  Werth 

7t 

e^  =  2,1932  8005  0738  0154  5654. 
Was  die  Genauigkeit  der  gewonnenen  Zahlen  angeht,    so  ist  bei 

7t 

der  Berechnung  von  e*  ,   ~  um   tö^  — 10~^^  falsch,   um  ebensoviel 

sind    die    Logarithmen   von    2,  1,09,  •  ■  •,  1,0^^6    höchstens    unrichtig. 
Daher  ist  die  Differenz 

^  —  n  —  l  1,09 1 1,0^06 

höchstens  um  IIgj  falsch  und  somit  die  Zahl  1,0^^91803  0254  eben- 

71 

falls.     Da  bei  der  Berechnung  von  c,^   durch  Multiplication  alle  Fac- 
toren  bis  auf  diesen  letzten  genau  sind,  der  relative  Fehler  des  letzten 
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aber    ebenfalls   11  w  zu   setzen    ist,    so  ist   der  hieraus   entspringende 

n 

relative  Fehler  von  e*  wieder  llo  und  der  absolute  Fehler  etwa  22 o 
=  11  •  10~-^  Man  wird  also  mindestens  auf  zwanzig  Stellen  mul- 
tipliciren.  Das  Product  2  •  1,09  •  1,006  •  1,0-^9  •  l,On  liefert  weniger 
als  zwanzig  Stellen.  Daher  sind  sechs  Multiplicationen  mit  Vernach- 
lässigung zu  machen.  Ist  bei  jeder  der  fünf  ersten  der  relative  Fehler 
m,  so  ist  er  im  Resultat  bm,  und  der  absolute  Fehler  \0m.  Man 
wird  lOwi  etwa  =  1  •  10~-^  macheu,  also  m  ungefähr  =  10~".  Da  bei 
den  fünf  Factoreu  die  Quersumme  höchstens  =  9  ist,  wird  man  also 
bis  zum  ( — 23)'^°  Range  rechnen  müssen.  Die  Quersumme  beim  letzten 
Factor  ist  30,  daher  man.  Um  beim  letzten  Product  einen  absoluten 
Fehler  von  höchstens  etwa  2  •  10~^^  zu  haben,  bis  zu  den  Ziffern 
I  —  23)**''  Ranges  rechnen  muss.  Man  reicht  also  durchweg  mit 
23  Decimaleu  aus. 

Bei  der  Bestimmung  von  log  7t  sei  die  für  n  gesetzte  15-stellige 

Zahl    genau.     Dann    sei   a    der  Fehler  bei   der  Herstellung  von   —  • 

Die  relativen  Multiplicationsfehler  bei  den  Multiplicationen  mit  den 
genauen  Zahlen  1,018  •  •  •  bis  1,0^73  seien  alle  gleich  =  m.  Dann 
ist  der  Fehler  in  der  Zahl  0,9^03645148  relativ  =  a  -\-  Am  und  der 
absolute  Fehler  hat  dieselbe   Grösse.     Die  behufs  Büdung  von  log  n 

zu  addirenden  Logarithmen  haben  alle  den  Fehler  «'=  —  10""^'''  und 

daher  hat  die  Summe  der  acht  Zahlen  den  Fehler  8«'.  Aber 
log  1,0^^48  ist  noch  unrichtig,  weil  die  Zahl  den  Fehler  a  -\-  Am  hat, 
und   dieser  Fehler  ist  nicht  von  M{io-\-4im)  verschieden.     Der  Ge- 

sammtfehler  von  log  itt  ist  demnach  4  •  10~^^ -|- ^^  +  ^'">  wobei 
rund  31  =  —  gesetzt  wurde.   Nimmt  man  die  Ziffeni  ( —  17)**°  Ranges 

noch  mit,  so  ist  ?«,  weil  die  Quersumme  der  Factoren  höchstens  14 
ist,  nahezu  =  14  •  10~^"  und  somit  der  Gesammtfehler  höchstens  etwa 

4  .  10-1«  +  1 10-''  +  2,8  •  10-1«,  also  rund  ^  •  10"  ^l 


§  55.    Die  Tafeln  von  Prytz. 

Auf  einer  anderen  Grundlage  beruht  die  Methode,  die  Pnjfz  an- 
wendet in  seinen  Tahles  (T Antilo(j<trithmcs,  Copenhague,  Lehmann  und 
Stayl.  Diese  Tafeln  geben  in  einer  ersten  Abtheilung  die  Werthe 
von  10^  =  num  log  x  für  x  =  0,000  bis  x  =  0,999  im  Intervall  von 
0,001  auf  15  Stellen.  In  einer  zweiten  Abtlieilung  finden  sich  die 
Werthe  von  log(l  -j-  l^"*)  ebenfalls  auf  15  Stellen  von  a;  =  2,64 
an    bis  x  =  7,63  mit  dem  Intervalle  0,01.      Ähnliche   Tabellen    für 

LUroth,   numerisches  Kechncu  9 
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zehn  und  fünf  Stellen  folgen  auf  diese  beiden  Tafeln.  Die  Grenzen 
X  =  2,64  und  x  =  7,63  des  Argumentes  in  der  letzten  Abtheilung 
der  Tafel  erklären  sieh  daraus,  dass  für  x  ^  2,64 

log  (1  +  10-^)  <  0,001 
und  für  x  ^  7,63 

log  (1  +  10—)  >  0,0^1 
ist. 

Wenn  nun  num  log  h  =^  a  gefunden  werden  soll,  so  kann  man 
annehmen,  es  sei  dekadisch  geschrieben  h  =  0,?>^&2^3  '  '  *  •  Dann  setzt 
man  0,6i&2&3  =  tc^  und  hat 

Man    sucht    dann    in    der    zweiten   Abtheilung   die   Zahl   a^    so,    dass 
log(l  -(-  10~"')  gerade  unter  /S^  liegt. 
Setzt  man  jetzt 

/5o  =  log(l  +  lO-«0  +  /5i, 
so  ist 

10'^  =  iO''o(i  +  io-«o- 10''\ 

Sucht  man  nun  wieder  a^,  so  dass  log(l  -}-  10"'^'»)  gerade  unter 
ß^  liegt,  so  dass 

/3,-log(l  +  10-"^)  =  /32>0 
ist,  so  wird 

num  log  h  =  10«o(l  -|-  10-«0(1  +  l^-"-)  10/^^ 

und  so  kann  man  weiter  gehen,  bis  die  Potenzen  von  10  nicht  mehr 
merklich  sind.     Wenn  man  ausrechnet,  so  entsteht 

num  log  h  =  lO'^o  +  10«o-«i  -\-  lO«»-''.  _j_  lO«o-«i-«=  +  •'••• 

Die  hier  vorkommenden  Potenzen  von  10  kann  man  aus  dem  ersten 
Theile  der  Tafel  ohne  Interpolation  entnehmen.  Denn  die  «j,  ßg,  •  •  • 
sind  lauter  Zahlen  mit  nur  zwei  Decimalstellen  und  die  Differenzen 
«0  —  «j,  Uq  —  %j  •  ■  •  enthalten  also  nur  drei  Decimalen,  von  denen 
die  dritte,  von  «^  herrührende,  immer  die  gleiche  ist.  Der  gesuchte 
Numerus  entsteht  dann  durch  Addition.  Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass 
man  durch  die  angegebene  Rechnung  in  der  That  zu  immer  kleineren 
ß  gelangt. 

Gesetzt  es  sei  ßz  mit  ^j  Nullen  hinter  dem  Komma  geschrieben, 
so  dass  es  ^  0,0^1  aber  <  0,0'''"  1  ist.  Dann  wird  a/_-]-i  ^^  a  so  be- 
stimmt, dass 

log(l  +  10-«)  <  ßz  <  log(l  +  lO-^+o.oi) 

ist.     Die  Differenz 

^;.+i  =  /3.-log(l  +  10-«) 
ist  >  0  und 
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<  log  ■ =  loff ■ =  l0£{  1  1  H 1 

»     1  + 10-"  ^    10"  +  1  ^  V     '     10"  + 1  / 

und  daher  ist 

10* +  1 


Da    100.01  ^  i^Q3^    go    ist    jej.    Zähler    hier    <  0,03;    da    weiter 

i( 
10"  > 


log(l  +  10-«)<0,0^-U=-^,  so  ist  1  4-  10-"<nimi  log—  und 


num  log 1 

10^ 


Es  ist  aber 


'10  1 

1  —  —  1  .T3f 

num  log  -  =  e  ^   =  e^^^  < —  =  ~ für  xM  >  1. 

xM 

Daher,  weil  für  p  ^  1    lO^Jf  >  1  ist, 

^ >  il/lO"  —  1, 

num  loe 1 

lOP 

SO  dass  schliesslich 

10"  4-  1  >  MKf  wird. 

Also  folgt 

ß       <  jf  _Mi_  <     3     _  Q(y.+i3 

so  dass  ßx  +  i  mit  mindestens  einer  Null  mehr  geschrieben  wird  als  ßx. 

Da  nun  ß^  mit  mindestens  3  Nullen  geschrieben  wird,  so  kommt 
man  allmählich  zu  einem  /3„,  das  mit  so  vielen  Nullen  geschrieben  ist, 
dass  —  10'^"  auf  die  15'°  Decimalstelle  keinen  Einfluss  mehr  hat. 

Soll  zu  einer  Zahl  a  der  Logarithmus  gefunden  werden,  so  stellt 
man  die  Zahl  in  der  Form  dar 

10"o(l  +  io-«o(i  +  10-«^)  • .  •, 

wo  die  Zahlen  ß^ag  '  '  "  ^^  gewählt  sind,  dass  man  die  Logarithmen 
der  Factoren  in  der  zweiten  Abtheilung  der  Tafeln  finden  kann.  Dies 
ist  stets  möglich.  Man  entnimmt  dem  ersten  Theile  der  Tafel  «q,  so 
dass  10"»  zunächst  kleiner  als  a  ist,  bestimmt  aus  den  Argumenten  des 
zweiten  Theiles  cc^,  so  dass  1  -f"  10~"'  zunächst  unter  a  •  10" "»  liegt, 
ferner  Uc^,  so  dass  1  -|-  10"~"»  zunächst  unter  a-  10~''<>(1  -f-  10-"')~' 
liegt  u.  s.  w. 

Um  bei  der  Bestimmung  von  log  (1  -f-  lO""'),  log  (1  -|-  10"~"»)--- 
Interpolationen   zu   vermeiden,   nimmt   man   «„  —  a^,   «„  —  u^,    ■  •   so 

9* 
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an,  dass  die  dritte  Decimale  dieser  Zahlen   die   nämliche  ist,   wie  bei 
Uf^j  wodurch  a^a^-  •  •  Zahlen  mit  nur  zwei  Decimalen  werden. 

Dass  man  auf  diese  Art  zu  immer  grösseren  und  grösseren 
Werthen  kommen  muss,  zeigt  sich  so.  Zuerst  wird  u^  so  bestimmt, 
dass 

10«o  <  a  <  lO^o+O'Ooi. 

Setzt  man  lO^'O^^  —1  =  8  =  0,0232  •  ■  •,  so  ist  also 

10«o  <a<  10'='o(l  +  d) 

und    a  •  10~"°  liegt    zwischen    1  und    1  -|-  d.     Dann   wird   «j    so   be- 
stimmt, dass 

1  +  10-«x  <  a  ■  10-«o  <  1  -f  d, 

daher  ist  10  ~"'  <  d.     Andererseits  ist 

a  ■  10-"°  <  1  +  10-«'+0'0i 

oder,  wenn  man  lO'^'^^  =  1  -|-  r;  setzt, 

a  ■  10-«o  <  1  +  10-"^  +  7j  •  10-«i 

Nach  der  Art  wie  a^  bestimmt  wird,  ist  dann  10~"^  <  di], 
während 

o  .  10  _^  ^  ^  _^  10-«.+o,oi  <  1  +  10-«=  +  7]  ■  lO-'-'^ 


1  +  10 

U   ■    10"""  ,    .        ,        77-10 


<  1  +   "^  ..   <  1  +  Sr^, 


(l  +  10-"')(l  +  lfJ~"0  1  +  10" 

so  dass  10—"=  <  Örf'  wird  u.  s.  w.  Man  sieht  also,  dass  man  durch 
gehörige  Fortsetzung  es  dahin  bringen  kann,  dass  10~"n  ganz  ohne 
Einfluss  auf  die  15*®  Decimalstelle  des  Logarithmus  ist.     Dann  ist 

log  «  =  «0  +  log  (1  +  10-«0  +  log  (1  +  10-"0  +  •  ■  •, 

wo  man  die  Logarithmen  rechts  aus  dem  zweiten  Theil  der  Tafel 
entnehmen  kann. 

Die  nach  dieser  Rechnuns;  nöthigen  Divisionen  kann  man  durch 
ein  Versuchsverfahren  vermeiden.  Nachdem  a^  bestimmt  ist,  hat  man  a^ 
so  zu  finden,  dass  10"'>(1  -|-  10— "i)  zunächst  unter  a  liegt  oder  dass 
10«o— «1  zunächst  unter  a  —  10"»  liegt.  Dieses  a^  —  a^  kann  man 
aus  dem  ersten  Theil  der  Tafel  finden.  Dann  ist  a^  so  zu  suchen, 
dass  10"»(1  -f-  10— "i)(l  -)-  10— "'')  zunächst  unter  a  liegt,  oder  dass 
10«o-c^  _j_  i^a^-u,-a^  zunächst  unter  a  —  10"»  —  10«"-«.  =  a^  =  a^  — 
10"»— "i  liegt.  Man  wird  das  u.^  hieraus  durch  Probiren  finden,  indem 
man  zunächst  «g  ^^^  ^^^  ersten  Theil  der  Tafel  so  bestimmt,  dass 
10"o— «2    zunächst    unter    a^    liegt    und     dann     nachsieht,     ob    a^  — 
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10«o— «1— «2  =  rtg  auch  noch  positiv  ausfällt.  Daim  ist  «g  so  zu  be- 
stimmen, dass  diese  Differenz  zunächst  grösser  ist  als 

10"o  — «>  _|_   10«o  — «1  — "j  -|_    10"o  — «I  — «3  _[_    IQao  —  ai  —  a^  —  a, 

was  wieder  duröh  Probiren  geschieht,  indem  man  zuerst  nur  dsis 
erste  Glied  berücksichtigt  und  dann  prüft,  ob  die  ganze  Summe  die 
Bedingung  erfüllt.     Der  Fortgang  der  Rechnung  ist  hiemach  klar. 

Sei  z.  B.  log  31415926535.S979   zu  bestimmen.     Aus  der  ersten 
Tafel  entnimmt  man  Uq  =  14,497  indem 

10"  =31405  08693  87622- 

zunächst  kleiner  als  a  ist.     Damit  folgt 

a,  =  10  83959  71357 

und  man  findet  a^  —  «^  ==  11,027,  weil 

10«o-«.  =  10  64143  01822,4 

gerade  unter  n^  liegt.     Dann  wird 

„^  =  19816  69534,6. 

Nimmt  man  nun  Uq  —  «2  "=  9,297,  so  wird 

10«.-«.=  19815  27026 

10«o-«i-«==  6  71429 

und  die  Summe   dieser  beiden  Zahlen   ist  >  a^.     Daher  ist  (Xq  —  «2 
zu  gross  und  man  muss  «^  —  cfg  ^  9,287  nehmen.     Dann  hat  man 
10«.-«.  =  1936421963,9 
10«o -«.-«,=  656145,3 

und  damit 

«3=      445  91425,4. 

Die  weitere  Rechnung  liefert  dann 
Kq  —  CC3  =  7,647 

10«»-«»  =  443  60863,9 
10«o-«.-«.  =  15031,4 
10«"-"--«'  =  273,5 

IQco- cci-a^-a,  ^  0,1 

a^  =       2  15256,5. 
Hierzu    folgt  «o  —  «1  =  •^>327;   die  Potenzen  10«°-«^-"- =  71,9 
und  10"»—"»—"*  =  1,3  sind  allein  noch  merklich,  so  dass 

fl,  =  2858,9 
wird.     Die   Zahl   «j,  —  %  =  3,447    liefert   den  Numerus    2799,0,   die 
S  —  "1  —  <^5  =  9,977  den  0,9,  daher  ist 

ttg  =  59,0. 
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Hiezu  gehört  cc^  —  «e  ^^  l?'^^'^?  dessen  Numerus  =  58,5  ist. 
Damit  ist  die  Rechnung  beendigt.     Zu  den  Zahlen   cCq  ■  ■  ■  a^  hat 
man  nun  folgende  Logarithmen: 

a,  =-  14,497 

a,  =    3,47  log  (1  +  10-«0  =  14  71332  21028 

«2  =    5,21  log  (1  H-  10-«0  =  26778  29813 

«3  =    6,85  log  (1  +  10-«^)  =  613  45722 

a^  =    9,17  log  (1  +  10-«^)  =  2  93619.1 

«5  =  11,05  log  (1  +  10-«^)  =  3870.7 

«6  =  12,73  log  (1  +  10-"o)  =  80.9 


die  Summe     14,49714  98726  94133.7 


ist  der  gesuchte  Logarithmus  von  7t  •  10^*,  der  mit  dem  S.  127  gefun- 
denen bis  auf  die  letzte  Stelle  stimmt. 

Vergleicht  man  diese  Methode  mit  der  in  §  53  vorgetragenen, 
so  sieht  man,  dass  diese  letztere  Multiplicationen  verlangt,  die  erstere 
dagegen  nur  Subtractionen;  dagegen  verlangt  die  Prytz'sche  Methode 
vielleicht  eine  Wiederholung  der  Rechnung,  wenn  man  einen  zu 
grossen  Exponenten  genommen  hat,  was  bei  der  anderen  Methode 
nicht  vorkommt.  Endlich  ist  diese  sicher  übersichtlicher  und  in 
ihrem  Gang  leichter  zu  behalten.  Im  Grossen  und  Ganzen  dürften 
sich  beide  Methoden  gleich  stehen. 


§  56.    Logarithmische  Rechnungen  mit  melir  als  24  Stellen. 

Wenn  noch  mehr  als  20  oder  30  Stellen  verlangt  werden,  so 
verfährt  man  etwa  so.  Man  theilt  die  Zahl  a  in  zwei  Summanden 
a  =  Ä  ■  10'  -f"  ^7  so  dass  Ä  sich  in  Factoren  zerlegen  lässt,  deren 
Logarithmen  bekannt  sind,  während  es  andererseits  so  gross  ist,  dass 

log  I  1  -( -_ — I    sich  durch  Benutzung  der  Reihen  ohne  grosse  Mühe 


10^  ^7 

berechnen  lässt,  weil  man  nur  einige  Glieder  braucht,  um  die  ge- 
wünschte Genauigkeit  zu  erhalten. 

Wenn  umgekehrt  eine  Zahl  h  =  log  a  gegeben  und  a  gesucht 
ist,  so  theilt  man  h  in  zwei  Summanden  Ä^  -\-  B^  in  der  Weise,  dass 
10^1  sich  in  einfache  Factoren  mit  bekannten  Logarithmen  zerlegen 
lasse,  dass  also   etwa  A^  ==  log  {a^a^  •  •  •)   sei.     B^   kann  man,  wenn 

es  klein  genug  ist,  ohne  Weiteres  =  log  (l  +  ^)  setzen,  oder  man 

kann  10^'  durch  die  Reihe  berechnen,  oder  das  benutzte  Verfahren 
nochmals  verwenden,  indem  man  B^  wieder  in  Summanden  zerlegt, 
die  eine  leichte  Berechnung  des  Numerus  zulassen. 

Vielstellige  Logarithmen,  die  diesem  Zwecke   dienen,  bietet  die 
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Wolfrum'sche  Tafel  48-steUiger  natürlicher  IjogariÜimen  der  Zahlen 
von  1  bis  10000  in  Vega's  Hiesaurus,  die  entweder  direct  oder  durch 
einige  Additionen  die  Logarithmen  aller  Zahlen  zwischen  1  und  10000 
liefert. 

In  den  Tahlcs  portatives  de  Logarithmes  ^jf/r  F.  Callet  (Tirage 
1890),  sind  die  gemeinen  Logarithmen  auf  Gl  Decimaleu,  die  natür- 
lichen auf  48  Decimalen  gegeben  in  einer  Tafel  I  für  alle  Zahlen  von 
1  bis  100  und  für  alle  Primzahlen  zwischen  100  und  1097  (wobei 
die  10  ersten  Decimalen  fortgelassen  sind  und  aus  einer  andern  Tafel 
entnommen  werden  müssen);  ferner  Tafel  II  für  die  Zahlen  zwischen 
999980  und  1000021.    Die  Vielfachen  des  Moduls  und  des  reciproken 

Moduls,  M  und  ,^,  sind  bis  zum  100-fachen  auf  23  Stellen,  bis  zum 
9-fachen  auf  70  Stellen  gegeben  (Seite  212  und  213). 

Die  zuletzt  erwähnten  Tafeln  I  und  II  können  zur  Berechnung 
von  48-  bezw.  61 -stelligen  Logarithmen  dienen,  nach  einem  dem  oben 
erläuterten  ähnlichen  Verfahren. 

Beispiele  für  die  eben  angedeutete  Art  der  Berechnung  finden 
sich  in  den  Callet'schen  Tafeln  Seite  108 ff.;  andere  in  Gauss'  Werken, 
Bd.  m,  Seite  426  ff. 

7t 

Hier    sei    als  Beispiel,   nur    um  das   Verfahren  zu   erläutern,  e* 
auf  24  Decimalstellen  berechnet. 
Man  hat 

log  ~  =  9,8950899  —  10 


daher 


log  log  e  =  9,6377843  —  10 
log  (I  log  e\  =  9,5328742  —  10 

I  log  e  =  0,3410941 

it 
^  =  2,193280 

n 

oder  10^- e^  =219328.  Dies  zerlegt  man  mit  Hilfe  der  Factoren- 
tafeln  in  das  Product  64  •  23  ■  149.  Bezeichnet  man  mit  l  die  natür- 
lichen Logarithmen,  so  ist 

Tt 

l  e"^  =  V  =  0,7853  9816  3397  4483  0961  5660  8458 
5  UO  =  1 1,5129  2546  4970  2284  2008  9957  2734 
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daher 

1 105 .  ^r  _  12,2983  2362  8367  6767  2970  5618  1192 

l  64  =  4,1588  8308  3359  6718  5650  3392  7287 

l  23  =  3,1354  9421  5929  1496  9080  6752  8318 

1 149  =  5,0039  4630  5945  4591  4099  2428  2751 


aber 


deren  Summe 


12,2983  2360  5234  2806  8830  2573  8356 


ist,  daher  ist 

7t 

2 10^ .  e^  —  Z  23  •  64  •  149 

=  0,0000  0002  3133  3960  4140  3044  =  Ö 


und  folglich 


e  ^  =  -^  .  23  •  64  •  149  •  e-^ 


Es  ist  aber 

l  (1,0000  0002  3133)  =  Z  (l  +  ^^) 


daher 


23133  1  (23133)^  1 

=  0,0000  0002  3133 
—  0,0000  0000  0000  0002  6756  7844 
+  4 

=  0,0000  0002  3132  9997  3243  2160; 

d  —  l  1,0000  0002  3133  =  Ö' 
=  0,0000  0000  0000  3963  0897  0884. 


Da  d'  <  4  ■  10-13,  go  ist  ^  ^'2  ^  8  .  19-26  ^^^  ^Loi  auf  die  24*<=  De- 
cimale  keinen  Einfluss  mehr,  so  dass  man 

e-J'  =  1  _(-  d' 
setzen  kann.     Damit  folgt  dann 

gf  =  -^  23  ■  64  •  149  •  1,0000  0002  3133  •  (1  +  ö'); 

die  symmetrische  Multiplication  ergibt  dann 

2,1932  8005  0738  0154  5655  9733. 
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§  57.    Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen 
auf  15  Stellen. 

In  den  Callet'schen  Tafeln  findet  man  die  natürlichen  Sinus 
und  Cosinus  auf  15  Decimalen  und  deren  Logarithmen  auf  14  Stellen 
und  zwar  auf  Seite  268 — 277  (Tirage  1890)  für  alle  Tausendstel  des 
Quadranten  OfOOl  =  10  Minuten  neuer  Theilung  =  324"  alter  Thei- 
lung.  Bei  log  sin  und  log  cos  sind  nur  die  9  letzten  Decimalen  gegeben 
von  den  Ziffern  des  ( —  6)**"  bis  zu  denen  des  ( —  14)**'"  Ranges. 
Die  ersten  fünf  Decimalen  entnimmt  man  den  siebenstelligen  Tafeln 
Seite  218 — 267,  die  log  sin,  log  tg,  log  cos  für  jede  Minute  neuer 
Theilung  =  0^0001  =  32";4  alter  Theilung  geben.  Dabei  ist  zu  be- 
achten, dass  die  beiden  hier  erhaltenen  letzten  Ziffern  sich  als  die 
beiden  ersten  Ziffern  der  neun  andern  wieder  finden,  nur  eventuell 
ohne  Correction. 

So  ist  z.  B.  aus  der  letzten  Tafel  log  sin  39^,4  =  log  sin  0'';394 
=  9,753  5287  (Seite  257)  und  auf  Seite  275  findet  sich  86591  3750, 
so  dass  log  sin  0^394  =  9,75352  86591  3750  ist. 

Die  Functionen  von  Winkeln,  die  nicht  als  Argumente  in  diesen 
Tafeln  vorkommen,  könnten  nur  durch  eine  mühsame  Interpolation 
oder  eine  Reihenentwickeluug  gefunden  werden  und  zu  ihrer  Berech- 
nung müssten  Logarithmen  von  mehr  als  sieben  Stellen  verwendet 
werden. 

Prytz  hat  eine  Methode  und  eine  Hilfstafel  gegeben,  um  die 
Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen  auf  15  Stellen  nur 
durch  Additionen  und  Subtractionen  zu  berechnen. 

Sie  besteht  in  folgendem.  Bezeichnet  man  mit  «lagög  •  •  •  Winkel, 
so  ist,  wenn  mau  a^  -\-  Oj,  -\-  (t^  -\-  ■  =  ^a  setzt. 


cos 


^(1  -\-  i  sin  ^a  =  (cos  a^  -j-  i  sin  a^)(cosrt2  -f"  ^  sin  ((.,) 


Bezeichnet  man  mit  T^T^T^  ■  ■  die  Summen  der  Producte  der  Grössen 
*^o  ^'if  ^S  ^2)  ^o  ^'3  ■  ■  ■  "^^  j^  einem,  je  zweien,  je  dreien  u.  s.  w.,  so 
wird  die  rechte  Seite 

=  cos  Ol  cos  «2  cos  «3  •  •  •  {  1  -}-  <  ^'1  ^2  *  ^3  H"   ^i  +  '  ^5 

daraus  folgt 


if 


cos  ^a  =  cos  «1  cos  a^  cos  «3  •  ••  { 1  —  T^  -\-  T^-  •  •] 


sm 


^a  =  cos  a^  cos  iu  cos  Og  ■  ■    [T^  —  T3  -|-  jT- 


Um  diese  Formeln  zu  verwenden  hat  Prytz  eine  Tafel  gegeben, 
die  nur  eine.  Seite  einnimmt  und  zu  allen  log  cotg  von  —  1  bis  7,1 
mit    dem    Intervall   0,1    15-stellig   die    log  cos   und   die   zugehörigen 
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Winkel  bis  auf  10  Decimalen  der  Secunde  alter  Theilimg  liefert.  Oder  mit 
anderen  Worten,  zum  Argument  x  gibt  die  Tafel  90*^  arc  cotg  (10^^) 
in  Graden,  Minuten  und  Secunden   und 

10*  1 

log  cos  (arc  cotg  10*')  =  log  -  =  —  ~  log  (1  -f-  10~^^). 

y  1  Ar  10^-" 

Eine  kleine  Hilfstafel  liefert  zu  den  Exponenten  y  =  0,0,  0,1,  •  •  •  0,9  den 

Werth  \ =  10-i'  auf  15  Stellen. 

num  log  y 

Wenn   nun    log  sin  a    oder  log  cos  a    gesucht    wird,    so    nimmt 

man  den  Winkel  a^  der  Tafel,  der  möglichst  nahe  bei  a  liegt,  notirt 

den  zugehörigen  log  cotg  a^  =  a^   und   log  cos  a^,    dann  sucht   man 

den  Winkel  a^  der  Tafel  möglichst  nahe  bei  a  —  a^,  notirt  log  cotg  a^ 

=  «2    ^"^^   log  COS  «2,   nimmt   dann   in   der  Tafel   a^   möglichst   nahe 

bei    a  —  «^  —  a^,     notirt    log  cotg  «3  =  a^    und    log  cos  «3   u.  s.  w. 

Die  Zahlen   a^a^a^-  ■  •  bestehen  nur  aus  der  Charakteristik  und  einer 

Decimale.    Geht  man  also  in  die  Hilfstafel  mit  y  =  a^,  2/  =  ^2?  2/  =  ^3 ' " ' 

ein,  so  entnimmt  man  mit  gebührender  Beachtung  der  Charakteristik 

tg  a^,   tg  «2,   tg  «3,  •  •  •.      Setzt  man  ^  =  <^i  +  c^2  ~f"  ^s?   ^o    gibt   die 

Hilfstafel  tg  a^  tg  a^  tg  %  und  so  fort.     Man  bildet  dann 

T,-T,  +  T, bezw.  1  -  T2  +  T, , 

sucht  dazu  den  Logarithmus  und  addirt  diesen  zu 

log  cos  «j  -\-  log  cos  «2  +  1-Og  cos  «3  +  •  •  •• 

Der  grösste  Winkel  a^,  der  nach  der  Prytz'schen  Tafel  möglich 
ist,  ist  84*^  17',  mit  dem  log  cotg  =  —  1,0.  Dies  ist  daher  der 
kleinste  Werth  von  a^. 

Die  Winkel  der  Tafel,  die  am  weitesten  von  einander  entfernt 
liegen,  sind 

5P  32'  20"  mit  log  cotg  =  —  0,1 

45»    0'    0"  0,0 

38"  27'  40"  +  0,1 

mit  einer  Differenz  von  6"  32'  20".  Dies  ist  also  der  gi-össte  Werth 
von  a  —  «j,  der  möglich  ist,  und  a^  ist  daher  höchstens  ihm  gleich 
und  somit  a^  mindestens  0,9.  Die  grösste  Differenz  von  zwei  Winkeln 
der  Tafel,  die  beide  kleiner  als  6*^  32'  sind,  ist  50'  •  •  •,  daher  «3 
höchstens  50',  wozu  «3  =  1,8  gehört. 

Weiter  folgt  «4  ^  11',  «4^2,4;  »5^3',  «5^3,0;  a^^bT, 
o^e^^'ö?  »7^10",  or7'^4,3;  a^^2",  «g  ^  5^0;  «9^0,6,  «9^5,5  u. s.w. 

Die  Summe  von  5  der  a  ist  sicher  ^  7,1,  von  sieben  der  a 
aber  ^  14,9,    von   acht   ^19,9,    daher   werden    Tg  ^^^^  ^^^  anderen 
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Tq  •  •  ■  sicher  ohne  Einfluss  werden,  so  dass  höchstens  T^  ■  ■  ■  T-j  zu 
berechnen  sein  werden. 

Für  die  umgekehrte  Aufgabe,  den  Winkel  aus  dem  gegebenen 
Werthe  des  Logarithmus  einer  trigonometrischen  Function  zu  finden, 
gibt  es  ein  ähnlich  einfaches  Verfahren  nicht.  Man  wird,  wenn  eine 
solche  Aufgabe  vorliegt,  mit  sieben-  oder  achtstelligen  Tafeln  den 
Winkel  bis  auf  zwei  oder  drei  Decimalen  genau  bestimmen  und  dann 
linear  interpoliren  oder  die  Reihe  benutzen. 

Bei  log  sin  hat  man  z.  B. 

log  sin  {a  +  z)  —  log  sin  a  =  d  =  j,  cotg  «  —  i  |^  .  -A-, 
woraus  umgekehrt  folgt 

Z   =^    Q      O    tg  «    -| 77 


Q      sin  2  a 

Das  zweite  Glied  ist,  wenn  von  s  schon  zwei  Decimalen  bekannt 

sind,  höchstens  =  0,0^125-^—;-  und  hat  also  nur  bei  kleinen  a  grösseren 
'  '  sin  2  a  ° 

Einfluss  auf  die  zehnte  Decimale  der  Secunde. 

Als    Beispiel    möge    der    Winkel    x    bestimmt    werden    aus    der 

Gleichung 

log  sin  X  =  2,00055  56767  16733, 

wo  die  überstrichene  Zahl  negativ  sein  soll.  Mit  siebenstelligen  Lo- 
garithmen findet  sich  ./;  =  34'  25,"  32. 

Aus  Winkeln,  die  in  der  Prjtz'schen  Tafel  vorkommen,  setzt  man 
nun  einen  Winkel  zusammen,  der  diesem  Werthe  nahe  kommt. 

Es  findet  sich,  dass  sich 

34' 25;' 32256  02121 

als  Summe  von  vier  Winkeln  darstellen  lässt.  Dies  und  die  Berech- 
nung von  log  sin  zeigt  sich  folgendermassen: 

a   =  34' 25",32256  02121 

«1  =  34'  22",57931  16605  log  cotg  a^  =  2,0 

a  —  a^  =       ~2",74324  85516 

«2=    2",59672  00613  „   „  rr^  =  4,9 

a  —  «1  —  «2  =    0",  14652  84903 

a.,=         0",13014  42944  „   „  «3  =  6,2 

a  —  öl  —  «2  —  «3  =    0",01638  41959 

aj=    0",01638  41959  „   „  a^  =  7,1 

Ö^OOOO  00000 
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Man  bat  weiter 

log  cos  «1  =  0,00017  82863  61569 
„  „  a.2  ^  ■  ■  •  ■  1 65584 
„     ;,  «3  =     •     •     •     •  114 

n  n       ff',1     ....  J_ 


log(cosaiCosrt2  cosa^  cosaj  =  0,00017  82863  27066 

Ferner  ergibt  die  Tafel  zu 

log  cotg  die                        tg  j' 

2.0  0,01000  00000  00000  i 
4,9  0,0000125892  54117,94  f 
6,2  0,00000  06309  57344,48  I 

7.1  0,0000000794  32823,47,  | 

womit  Tj  =  0,01001 32996  44285,96.  ! 

i 

Die  Summen  der  log  cotga^,  log  cotg  ag  •  •  •  zu  je   dreien    sind   13,1, 

14,0,  15,3,  18,2.    Von  diesen  ist  die  letzte  obne  Einfluss.    Man  bat  zu 
y  =  13,1     10-y  =  0,00000  00000  00079,43 
14,0  0,00000  00000  00010,00 

15,3  0,00000  00000  00000,50 

0,00000  00000  00089,93 

0,01001  32996  44195,96 . 
Dazu  ist  der  Logaritbmus  zu  berecbnen,  der  sieb 
2,00057  72124  57569 
findet.     Addirt  man  zuflog  cos  «;.,  so  ergibt  sieb 

log  sin  34'  25",32256  02121  =  2,00055  54987  84635 

die  Differenz  d  des  gegebenen  Logaritbmus  und  dieses  ist 

d  =  0,0000001779  32098, 

damit  berecbnet  sieb  mit  siebenstelligen  Tafeln 

^  =  0,00084  61989, 

so  dass  scbliesslicb 

a;  =  34'25",32340  64110 
sieb  ergibt. 

Die  Berecbnung  von  log  sin  x  wurde  nun  mit  diesem  Winkel 
von  neuem  durcbgefübrt  und  genau  der  ursprünglicb  gegebene  Wertb 
wieder  gefunden. 


Daber  ist 

T, 

und 

^1 

-T, 

Neuntes   Kapitel. 
Die  Ausziebnng  der  Wurzeln. 

§  58.    Die  Ausziehung  der  Quadratwurzel. 

Bei  der  Berechnung  einer  Potenz  kann  man  sich  auf  den  Fall 
lieschränken,    dass    die  Basis  a    positiv  und   der  Exponent  ebenfalls 

positiv  und  rational  gebrochen  ist.     Ist  dann  dieser  Exponent  — ,  so 

kommt  die  Berechnung  von  «"  hinaus  auf  die  Berechnung  von  ya 
und  die  Erhebuncr  der  crefundeneu  Zahl  zur  m**""  Potenz.  Wir  können 
uns  daher  hier  beschränken  die  erste  Operation,  d.  h.  die  Auflösimg 
der  Gleichung 

c"  =  a,       n  ganz  und  >  1 , 
zu  betrachten. 

Sei  zuerst  n  =  2. 

Bei  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  aus  einer  Zahl  <i  handelt 
es  sich  um  die  Aufgabe,  diese  Wurzel  in  einen  Decimalbruch  zu  ent- 
wickeln, d.  h.  die  Zifiern  C'^,  C^,  Cg,  •  •  •  so  zu  bestimmen,  dass 

(1)  a  =  {C,fr  +  C,rr~'  +  a^'-2  -{-■•■)' 

ist,  bei  passender  Wahl  der  ganzen  Zahl  v.  Ersetzt  man  den  im 
Allgemeinen  unendlichen  Decimalbruch  durch  einen  endlichen  und 
setzt 

Co!J'  +  C,g'^'-'  +  •  •  •  +  C,-rg  +  C,  =  D„ 

so  tritt  an  Stelle  der  obigen  Gleichung  die 

Der  „Rest"  ii('-«)  ist  ^  0,  aber  weil  a  <  {By^a  +  1)77-'",  ist  er  auch 
<  (2Z),_„  4-  l)</2«,     also     £2D,-„f", 

die  ganze  Zahl  D, „   und  der  Rest  jR^'—")  erfüllen  also  für  f/,  und 

Ra  gesetzt  die  Bedingungen 

(B)  .  a  =  Qjy-" -^  Jta,       0£R,^2Q,g^-. 

Angenommen    es    gäbe    noch    eine   zweite   ganze   Zahl    (J'    und    einen 
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Rest  R',  die  die  Grleichung  a  =  Q'^g^"-  +  ^  ^"^^  ^^^  Ungleichungen 
0^i?'^2ö'^2a  erfüllten,  so  wäre 

QW''  +  i?«  -  ^'V "  +  ^'- 

Die  linke  Seite  ist  ^  Q\9^",  also  wenn  wir  annehmen  ^a  >  Q',  min- 
destens =  {Q'^  -\-  2Q'  -^  1)^^"-     Die  rechte  Seite  aber  ist 

Daher  können  beide  nur  gleich  sein,  wenn  Q'  =  Qa  und  R'  =  Ma  ist. 
Die  Bedingungen  (3)  lassen  also  nur  eine  Lösung  zu,  die  Qa  =  Dy—a, 
R^  =  i?('-«)  ist. 

Die  Bedingungen   (3)   für   die  „richtige"  Wurzel    Qag"    lassen 
sich  auch  in 

a  -  QW^  ^0,      a  -  (ö«  +  1)'^'"  <  0 
umsetzen. 

Sei 

«  =  ^g^"  +  chf'-^  +  a^ff-^  H — , 

wo  cIq  eine  ein-  oder  mehrstellige  Zahl,  a^,  a.^,  •  •  •  aber  Ziffern  sind, 
die  nicht  alle  Null  sind.    Soll  für  a  =  p  dann    Qp  =  Cq  sein,  so  muss 

K  -  Co)^'^  +  ^19'"-'  +  «2^'^-'  +  •  •  •  ^  0 
oder,  \/g  =  y  gesetzt, 

«0  —  Co  +  «1^  +  «27^  H ^0 

sein.  Wäre  o^  —  c^  <  0,  so  wäre  es  <  —  1  und  da  der  Decimal- 
bruch  «i7  -j-  «2?^^  ~f"  ■  ■  ■  sicher  <  1  ist,  wäre  die  Ungleichung  nicht 
möglich.     Daher  muss 

(4)  «0  >  cl 
sein.     Ferner  muss 

%  —  (Co  +  1)'  +  «17  +  «27^  H <  0 

sein.  Wäre  üq  —  (cq  -j-  1)^  ^  0,  so  wäre  die  linke  Seite  sicher  ^  0. 
Daher  muss 

(5)  «0  —  (^0  +  1)'  <  0,     also     ^  —  1 

sein.  Folglich  ist  Cq  die  grösste  ganze  Zahl,  deren  Quadrat  gerade 
unter  a^  liegt  oder  ihm  gleich  ist. 

Soll    nun    weiter    ^^_i  =  c^g  -{-  q,    wo  c^   eine  Ziffer,  sein,    so 
muss,  den  eben  gefundenen  Resultaten  entsprechend 

%9^  +  ai9  -f  «2  ^  (Co9  +  (^iT 
oder 

(6)  K  —  cl)g^  +  a,g  -{- a^^  2c^c^g  +  c^ 

sein,  d.  h.  c^  mu.ss  die  grösste  Ziffer  sein,  die  dieser  Ungleichung 
genügt.     Hat  man  q  gefunden  und  will  dann  die  Ziffer  c^  so  finden, 


I 
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dass  Qp—^  =  CqQ^  -}"  ^i9  +  <^2  ^^^;  ^^  knüpft  die  Bestimmung  von  Cj 
ebenso  an  den  Theilrest 

C^)  («0  —  c^)^'  +  «1^  +  «2  —  {^CqCiO  +  ^?) 

an,  wie  eben  die  Bestimmung  von  q  an  den  Theilrest  %  —  c^. 
Da 

'^c,c,g  +  cf  =  (2co^  +  1)  +  (2c„r7  +  3)  +  •  •  •  +  {2c,cj  +  2c,  -  1), 

so  kann  man  q  und  den  in  (7)  gegebenen  Theilrest  finden,  indem 
man  die  Glieder  der  arithmetischen  Reihe  ^c^g  -\-  1,  ^c^g  -\-  ^,  ■  •  • 
eines  nach  dem  andern  solange  von  {üq  —  ^Dü^  +  tt\9  +  «o  abzieht, 
als  noch  ein  positiver  Rest  bleibt.  Diese  Rechnung  lässt  sich  sehr 
bequem  mit  der  Rechenmaschine  machen. 
Schreibt  man  den  Ansatz  (6) 

[(«0  —  (^q)9  +  «1  —  2coq]r7  -^  a.^>  c\ 

und  nimmt  man  an  die  Klammer  links  sei  <  0,  also  <^  —  1,  so  wäre 
die  linke  Seite  ebenfalls  <  —  1  und  die  Ungleichung  unmöglich. 
Daher  muss 

(«0  — c^)i/  +  ^'i^2CoCi 

sein,  d.  h.  q  kleiner  als  der  oder  gleich  dem  Quotienten  der  Division 
von  (a^  —  <^)^  ~h  ^1  durch  2cq.  Man  muss  bekanntlich  durch  Be- 
rechnung von  (2cq(i  -\-  rjfj  probiren,  ob  c^  diesem  Quotienten  gleich 
ist  oder  ob  eine  kleinere  Zahl  zu  nehmen  ist,  was  stets  eintritt,  wenn 
c,  =  ^  =  10  sich  ergibt. 

Bei  ]/280  ist  z.  B.  e^  =  1,  der  Quotient  von  18  durch  2  ist  9, 
aber  der  Werth  von  q  ist  6,  denn  17-  =  289  und  16-  =  256. 

Diese  Möglichkeit  ist  eingeschränkt  bei  der  folgenden  Methode, 
die  von  Darhoiix  gegeben  ist  (BnUetin  des  sciences  mathematiques  et 
astronomiques ,  2*"  Serie,  Band  11  (1887).  Premiere  partie.  Seite  176 
bis  184). 

Nach  den  Ungleichungen  (4)  und  (5)  ist  a^  —  c^  ^  0  aber 
<2co-f~l-  Daher  gibt  die  Division  von  («„  —  c^)5' +  «i  durch 
''ICq  -\-  1  (nicht  wie  vorhin  durch  2c^  einen  Quotienten  q  und  einen 
Rest  r,  so  dass  q-^g  —  1  und 

(8)  («0  -  c^o)^  +  «:  =  (2^0  +  1)2  +  >•         (2<^-l) 

ist. 

Damit  wird 

«0^^  +  «!.(/  +  «2  =  (^oi'  +  ^lY  -\- i'J  —  a)(i  +  rg  +  «2- 

Da  q  ^g  — 1  ist,  ist 

(^0^  +  qY  £  %9^  +  "i9  +  «2- 
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Bildet  man  aber 

%(f  +  «1^  +  «2  —  (^0^  +  ^  +  l)^ 
so  findet  dies  sich 

(9)  {9  —  C[)q  +  rg-\-a^  —  2{c^g-\-q)  —  l. 

Ist    dieser  Ausdruck    negativ,    so    ist    c^g  -\-  q    die    richtige   Quadrat- 
wurzel, daher  c^  =  q  und  rg  -\-  a^  -\-  (g  —  q)  q  der  richtige  Rest,  der  • 
für    die    weitere   Rechnung   an   Stelle    des    «q  —  cl    von   vorhin   tritt. 
Man  hat  also  dann 

1^9  +  «2  +  ((^  —  ü)q]9  +  «3 

durch  2(C(^g  +  5')  +  1  zu  dividiren,  indem  c^g  -f-  g  an  die  Stelle  von 
Cq  tritt  u.  s.  w. 

Ist  aber  der  Ausdruck  (9)  noch  positiv  oder  Null,  so  könnte 
Cl  =  q  -\-  1,  also  c^g  -\-  q  -\-  1  die  richtige  Wurzel  sein.  Um  dies 
zu  entscheiden,  muss  man 

(10)  a^g"-  +  a^g  +  a.^  —  {c^g  +  g  +  2)^ 
betrachten.     Diese  Differenz  ist 

{9  —  <l)a  +  >'9  +  «2  —  4(Cof/  +  g)  —  4. 

Nun  ist  r^2cjj.    Der  Ausdruck  (g  —  q)q  —  4g  hat  seinen  Maximal- 

•werth  für  q  =  ^{g  —  4)  =  3    und    dieser   Maximalwerth    ist    =  9. 

Daher  ist  der  letzte  Ausdruck  ^14  —  20co  <  0,  da  r^o  ^  1  sein  muss. 
Der  Ausdruck  (10)  ist  somit  stets  negativ,  daher  muss  in  dem  be- 
trachteten Falle  c^g  -f"  ^  ~h  1  ^i^  richtige  Wurzel  und  der  Ausdruck 
(9)  der  richtige  Rest  sein,  der  jetzt  an  die  Stelle  von  üq  —  c\ 
der  früheren  Rechnung  tritt.  Um  weiter  zu  rechnen,  hat  man  also 
jetzt 

\r9  +  «2  +  <l{9  —  l)  —  ^{Cü9  +  g)  —  ^9  +  «3 

durch  '2{cQg  -\-  q  -\-  l)g  +  1,  das  an  clie  Stelle  von  2cq  -\-  1  zu  treten 
hat,  zu  theilen  u.  s.  w. 

Sei  z.  B.  ]/2  zu  berechnen.  Hier  ist  c^  =  1,  der  Rest  a  —  cl=^l. 
Hängt  man  eine  Null  au,  so  entsteht  10;  dies  ist  zu  theilen  durch 
2cq  -^  1  =  S.  Der  Quotient  ist  3  und  der  Rest  wieder  1.  Nun  hat 
man  mit  c^  =  1,  g  =  3,  r  =  1  den  Ausdruck  (9)  zu  berechnen,  der 
sich  10  -)-  21  —  2-13  —  1=4  findet.  Da  er  positiv  ist,  so  ist  q 
nicht  3  sondern  4  und  der  Rest  ist  jetzt  4. 

Die  weitere  Rechnung  knüpft  dann  an   14  an  und  steht  so: 
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40  :  29  =  1  2  .  14  +  1  =  29 

29 
110 
9 


1190  :  283  =  4  2  •  141  +  1  =  283  >  119:  4  richtig 

1132 
580 
24 


6040  :  2829  =  2         2  •  1414  +  1  =  2829  >  604;  2  richtig 
5658 

3820 
16 


38360  :  28285  =  1    2  •  14142  +  1  =  28285  >  3836;  1  richtig 
28285 
100750 
9 


1007590  :  282843  =  3  2- 141421  +  1 =282843 >  100759;  3richtig 

848529 

1590610 
21 


1590631 
Daher  ist  die  Wurzel  1,414213  und  der  Rest  0,0-1590631. 


§  59.    Die  Fourier'sehe  Methode  der  Wurzelauszieliung. 

Die  gewöhnliche  Methode  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel,  wie 
die  Darboux'sche,  erfordert  Divisionen  mit  Zahlen,  die,  je  weiter  man 
rechnet,  immer  grösser  und  grösser  werden.  Sie  ist  daher  nicht  be 
quem,  besonders  auch,  weil  man  unter  Umständen  über  den  Werth  von  c^ 
um  mehrere  Einheiten  im  Zweifel  sein  kann.  Man  kann  aber,  wie 
schon  Fourier  bemerkt  hat,  die  von  ihm  erfundene  Methode  der  ge- 
ordneten Division  auch  auf  die  Wurzelausziehung  anwendbar  machen. 

Sei  wie  im  §  58  die  Wurzel  aus 

a  =  a^fp  +  a,g^P-'  +  aj'^-^  -\ 

zu  ziehen  und 

(1)  c  =  Co^  +  c,gp-'  -f  c,gp-^  +  •  •  ■ 

die  Wurzel. 

Wenn  man  deren  Quadrat  entwickelt 

clg^^p  +  2coC,ffP-'  +  i2c,c,  +  c,)y^p-^  +  •  •  -, 
so  kann  man   die   Gleichung  a  =  c^  erfüllen,   indem   man   die   Coef- 

LUrotb,  numerischca  Beclincu.  10 
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ficienten  gleicher  Potenzen  von  g  einander  gleichsetzt.  Da  aber  aus 
den  so  entstehenden  Gleichungen,  wenigstens  oft,  keine  ganzzahligen 
Werthe  der  c  hervorgehen,  so  muss  man  setzen  (vgl.  §  17) 

«2  +  9^       =  2coC2  -\-c\-\-r^ 
«3  +  9^2       =  2C0C3  +  2CiC2  +  rg 


(2) 


Wir  nehmen  wie  im  vorigen  Paragraphen  an,  Cq  sei  so  gewählt,  dass 
cl  ^  «0,  dagegen  {cq  -\-  Vf  >  a^  ist,  so  dass  rQ^2cQ  wird. 

Bei  den  zur  Bestimmung  der  Grössen  c^,  Cg,  •  •  •  nöthigen  Divi- 
sionen sei  festgesetzt,  dass  die  Reste  i/'i,  v^,  v^,  •  •  •  positiv  und  ^'2cq —  1 
genommen  werden.  Die  Grössen,  deren  Theilung  durch  2cq  die 
Zahlen  c^,  c^,  c^,  •  •  •  und  die  Reste  r^,  r^,  •  •  -  liefern,  sind  die  „corri- 
girten"  Reste 

^0'  =  U9  +  «1 

^3    ^^  ^^9  "T    ^4  ^1*^3  ^^2^2  ^3^1 


Die  „Correctionen"  werden  hierbei  berechnet,  indem  man  neben  die 
gefundenen  Zahlen  c^,  Cg,  Cg,  •  •  •  einen  Streifen  hält,  der  diese  Zahlen 
in  umgekehrter  Reihenfolge  -  -  -,  c^,  c^,  c-^  trägt  und  die  untereinander 
stehenden  multiplicirt  und  addirt.  Die  c^,  Cg,  •••  werden  bei  dieser 
Rechnung  zum  Theil  vielleicht  negativ  oder  grösser  als  g.  Aber  die 
Reihe  (1)  convergirt  doch. 

Denn  die  letzte  der  Gleichungen  (2)  liefert,  weil  r„  ^  0  sein  soll, 

(3)  2co  I  c„  I  <  a„  +  gvn-i  +  |  Ci  |  |  c„_i  |  -f  |  Cs  |  |  c„_2 1  H 

+  \cn-i\  \ci\  +  r„. 
Da  Tq  ^  2cq,  fn  ^  2co  —  1,  so  ist 

I  (In  +  ^»-«-1  H-  »•«  I  ^ö'  —  1  +  Scoö'  +  2co  —  1  =  2co (^  +  1)  +  ^  —  2. 

Setzt  man  daher 

2^0(^  +  1)  +  ^- 2  =  «, 

so  wird  die  Ungleichung  (3) 

(4)  2co  I  c„  I  <  a  +  I  ci  I  I  c„_i  |  +  |  Cg  |  1  c„_2  H hl  c«_i  |  |  Ci  | . 

Man  definire  nun  die  Grössen  y^,  y^^  ■  ■  ■  durch  die  Gleichungen 
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2^0^  =  «  +  2^172 


Multiplicirt  man  mit  x^  x^,-  •  ■,  wo  x  eine  Variable  ist,  so  folgt, 
wenn  man 

setzt, 


«03 


2^0«  =  \ +  s', 


1/2  "^    


Co  +  a 

1  —  ;; X 


1  —X 


Die  Entwickelung  von  s  in  eine  unendliche  Reihe  ist  convergent, 

wenn    — 5 —  ä;  <  1 ,    d.  h.  wenn    a;  <  — ; 

Die  obigen  Ungleichungen  geben  der  Reihe  nach 

:cil<ri,    \H\<y'i,    ksl  <>'3,  •••■ 

Daher  ist  die  Reihe 

convergent,  wenn  die  Reihe  y^  "h  —  +  "^  H convergii-t    und   dies 

findet  statt,  wenn 

1  gp 

ist. 

Dies  verlangt 

(^  -  l) 4  -  2c,(g  +  Ij  _  ry  +  2  >  0, 


Co 

^  9 

+ 

yi93 
9 

Co 

^3. 

1 0  +  « 

Die  Convergenz  ist  um  so  besser,  je  kleiner  -^^ —  ist.    Für  Cq  =  10 
wird  der  Ausdruck  "^ 


328  ,  1 

lööö    ^"^    =Y' 


10" 
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12208  1 

für   Cq  >  100    dagegen   £  j^^^ ,    also    rund    <  —  •      Wenn    man    c^ 

dreistellig  nimmt,   erhält  man   daher  eine  Convergenz,   die   etwa  der 
eines  Decimalbruches  gleichkommt. 


§  60.    Der  Rest. 

Hat    man    durch    die    eben    geschilderte  Reihenentwicklung  eine 
Anzahl  von  Zahlen  c  gefunden,  etwa  Cq,  c^,  •  •  -,  Cu,  so  ist  die  Frage,  ob 

(1)  c,gp  +  c,gp-'  H h  c^gP-^ 

eine  richtige  Wurzel  im  Sinne  von  §  58  ist.    Um  dies  zu  entscheiden 
berechnet  mau  den  Rest 

a  —  (c,gp  +  c,gp-'  -\ h  c.^-'")'  =  P/'- 

Ist  die  in   (1)  gegebene  Zahl  richtig,   so  muss  P„  ^  0,    dagegen  der 
Rest 

a  —  (c.gp  +  c,gP-'  H h  f,«^^-'"  +  f/'-")'  =  K 

negativ  ausfallen.     Dies  verlangt,  wenn  P^  >  0  ist,  dass 

(2)  P„  <  2{c,gp  H h  c,gP--)gP-f^  +  /(^-^) 

sei.     Die  Ausrechnung  ergibt  nun 

P/<  =  (f-^'-^r^^g  +  a^,  +  i  —  qc«  —  c^c^^t c^O 

_|_  ^2p-/<-3((j^_^3  _  CgC^  _  c^c^_i OlC^) 

+ 

Bezeichnet  man  den  Ausdi-uck  der  ersten  Zeile  mit 
die  Summe  der  beiden  ersten  Zeilen  mit 

g^^-^'-'T,:', 

die  der  drei  ersten  Zeilen  mit 

g'^p-f^-^r;" 

u.  s.  w.,  so  folgen  die  Beziehungen 

»>'  ^r^  g  -{-  «/.+!  —  c^Cf,  —  c.^c^,-i c^c^ 

r/'  =  r^  g  -\-  «,,+2  —  CgC^  —  c^c^-i c^c^ 

r,/"=  rii"g  -\-  «,,+3  —  c^c^  —  qc^._i c^c^ 

die  lehren,  dass  nach    Bestimmung  von  c^,   die  Rechnung  genau  so 
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wie  vorher  fortgesetzt  wird,  nur  ohne  weitere  Divisionen,  ganz  ebenso 
wie  dies  bei  der  Fourier'schen  Divisionsmethode  geschah. 
Schliesslich  wird 

"<  —  ^  \u    -r-  9  «2^+1  +  0  «2y,  +  2  H • 

Ahnlich  wie  bei  der  Fourier'schen  Division  kann'  man  auch  hier 
eine  Reihe  von  Ungleichungen  für  P^  ableiten. 

Wir  wollen  annehmen  es  hätten  sich  die  Zahlen  ^o;  ^i>  ^2;  '  '  ';  ^/* 
alle  positiv  und  ^y  —  1  ergeben.     Dann  ist,  wenn  man 

setzt 

(3)  R,  <  ;•;  -\-(g-  l)y(l  +  y  +  /  +  ...)  =  ,•;+  1 

oder,  weil  r^/  <  r„g  -\-  g  —  1   ist, 

(4)  R,<g{r,-irl). 
Andererseits  ist 

Bf.  >  rf,g  —  (y  —  1)  (c^ -\- c^ -\ \-  c^) 

—  (ß  —  1)  (^2  +  ^3  H h  ^M)y 


>  r,y  -{g-  l)(q  +  r,  +  ■  ■  •  +  o.)(l  +  V-^f+--) 

>  rf>9  —  (^1  +  ^2  H )9 

(ö)  E^  >  gi^r^  —  q  —  Ca c^) . 

Ahnlich  hat  man 

R^  >  r;  —{g—  l)y(c2  +  ^3  -| \- c,) 

-{9-  i)y\c,  +  •  •  •  +  c,) 

(6)  >  r^;  —c^  —  c.^ Cu. 

Die  Ungleichungen  (5)  und  (6)  zeigen,  dass,  wenn 

»•/u  >  ^1  +  ^2  H h  f/. 

oder 

<>c2  +  f3  H h^^, 

dann  jR^,  >  0,  also  c„  nicht  zu  gross  ist.     Ist  andererseits  r^/  <  0,  so 
wird  i?„  <  0,  daher  r,,  zu  gi-oss  sein. 

Ersetzt    man  c^,   durch   c^  —  1    und  c„  -f~  Ij    so   mögen   aus   7?„ 
hervorgehen  R^  bezw.  jRjf .     Dann  folgt 
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Bt  =  ^f.  —  ^g{c^  +  c,Y-\ h  e^Y'')  —  /'-' 

J?-  =  B,  +  2g{c,  +  qy  +  .  .  .  +  c.y'O  -  /-^ . 

Da  nun  nach  (4)  i?^«  Kgif/n  +  1)?  ^o  ist 

(8)  E+  <  ^fln.  +  1  -  2co  -  2c,j. 2c,,y^'  -yf^}, 

dagegen  nach  (5) 

(9)  B->g{r,,  —  c,—c, c,,-{-2c,-^2c,y ^ ^2^,,/'—/'}. 

Wenn  man  also  Cq  so  wählt,  dass 

(10)  2c,>c,  +  c,-\ h  c,, 

ist,  so  wird  JR^  >  0,    daher  c^^  —  1   sicher  nicht  zu  gross,    sondern 
höchstens  zu  klein.     Nimmt  man  Sc,,  >  100,   so  ist  die  Ungleichung 

(10)  für  mindestens  11  Stellen  erfüllt. 

§  61.    Andere  Einrichtung  der  Rechnung. 

Bei  der  Ausführung  der  Rechnung  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. Es  war  Cq  so  bestimmt,  dass  a^'^cl,  aber  <  (Cq  -\-  ly. 
Daher  wird  «q  —  ^l'^O  aber  ^^c^  sein. 

Hier  sind  nun  die  beiden  Möglichkeiten  vorhanden 

(I)  %  —  cl£  2co  —  1 

oder 

(11)  «0  — Co  =  2co. 

Jedenfalls  ist  a^  —  cl  —  2co  ^^  0  und  folglich 

«  -  [(Co  +  ^)9''f  £  ^9'^'  -\-(9-  W-'  +  {9-  1)/^-'  +  •  •  • 

-  (Co  +  1)  V^ 

<  (%  +  W  -  (Co  +  ^fg'^'  =  {%  -cl-  2c,)g'P  £  0. 

Wenn  nun  der  Fall  (I)  vorliegt,  so  ist  rQ-^2cQ — 1,  daher 
^o9  "f"  ^1  ^^^  ^0  ^  ^CqQ  —  1.  Ist  r^'  >  0,  so  folgt  also  c^  ^  0  aber 
^g —  1  und  r^  wird  £2cq —  1;  damit  folgt  für  r^',  dass  es  ^2cQg —  1 
ist  und  für  c^,  dass  es  ^  0  aber  ^g  —  1  ist,  wenn  r^'  >  0  ist  u.  s.  w. 
Man  findet  also  auf  diese  Weise  Cq  und  die  Ziffern  c^,  c^,  -  •  -,  Cx^O 
und  die  Reste  r^,  r^,  ■  •  -^tz^O  aber  ^2cq  —  1,  solange  die  corri- 
girten  Reste  r^',  r^',  •  •  •,  r'x—i  positiv  sind.  Daher  ist  nach  Gleichung 
(8)  des  vorigen  Paragraphen  BIJ'  <  0,  und  wenn  eine  der  beiden  Un- 
gleichungen 
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erfüllt  ist,  auch  Rx  >  0,  also 

(^0  +  Ciy  H h  Ci/)r/^ 

die  richtige  Quadratwurzel. 

Ist  aber  r/  <  0,  so  ist  Cx  zu  gross.  Ist  dagegen  rx'  zwar  >  0, 
aber  keine  der  Ungleichungen  (1)  erfüllt,  so  ist  es  unentschieden,  ob 
Cx  richtig  ist  oder  nicht. 

Dann  kann  man  ganz  ähnliche  Betrachtungen  anstellen  wie  im 
§  21  ff.  über  die  Fourier'sche  Division  angestellt  wurden,  wenn  nur 
die  Ungleichung 

(2)  2co  >  c,  +  r,  +  •  •  •  +  c, 

für  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  (i  gilt. 

Diese  Untersuchungen  sollen  hier  nicht  weiter   verfolgt  werden. 

Im  Falle  (II)  ist  r^  =  2cq,  daher  wird  gr^  +  «i  ^  ^c^r/  und 
^  2cQg  -\-  g  —  1.  Würde  man  nun  c^  =  g  nehmen,  so  wäre  dies  zu 
gross,  weil  Cf^g^'  -f-  g  •  gP~^  zu  gross  ist.  Daher  muss  man  c^=g —  1 
setzen,  wodurch  der  Rest  r^  mindestens  =2cq  wird.  Der  corrigirte 
Rest  kann  ebenfalls  '^2cQg  werden  und  wenn  man  dann  c^^^g — 1 
nimmt,  kann  nun  wieder  r^^2cQ  werden.  Man  bekommt  also  bei 
Fortsetzung  der  Rechnung  einen  Ausdruck  von  der  Form 

(3)  {^0  +  (u  -  1)^  +  (</  -  i)y'  +  ---  +  {g-  ^)Y'\<f 

=  (Co  +  1  -  7')ff 

als  QuadratAvurzel.  Sie  ist  nicht  zu  klein,  denn  wenn  man  den  Coef- 
ficienten  von  y^-  um  Eins  erhöht,  entsteht  {Cq  -\-  l)g^,  was  entschieden 
zu  gross  ist. 

Andererseits  ist 

«  -  (Co  +  1  -  y'fg'P 

=  («0  -4-  2c,  -  \)g^'P  +  a,g'p-^  +  a.g^P-^  +  •  •  • 
J^2{c,+  \)g'p-'-g'P-^^ 
oder  weil  hier  a,  =  cl  -\-  2cq  sein  soll, 
=  -  g'P  +  a.g'P-'  +  «^^2^-2  +  .  .  .  -|-  2(0,  +  l)g^P->- -  g'f-^' . 

Sei  a^  =  a^  =  •  •  •  =  ttv  ^  g  —  1,  a,.+i  <.g  —  2;  a^^i,  ■  •  ■  dagegen 
beliebig,  so  wird  dieser  Ausdruck 

(4)  =  —  (/2^-"  4-  öv+ii/'^-^-'  +  a.+-i(f"  H 

J^2{c,^l)g'P-^-f-p-'\ 
Dies  ist 

<  _^2,-v  ^  („^,_^^  _|.  i)^2p-..-i  _^  2{c,  +  iyp_. 
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<  _  g^v-r-i(^g  _  a,+i  _  1)  +  2(Co  +  l)(fP-' 
oder,  da  «v+i  +  1^5'  —  1  sein  soll, 

Dies  wird  sicher  negativ,  wenn 

(5)  ^  +  Iog2(co  +  1)<A-  1. 
Andererseits  ist  (4) 

und  daher  sicher  >  0,  wenn 

(6)  -  A  +  log2(co  +  1)  >  log(^-''  +  g-'')- 

Der  Werth  Ci  =  g  —  1    war  nicht  zu  klein,  wie  sich  oben  bei 
(3)  gezeigt  hatte.     Wenn  aber 

(7)  2co>A(^-l) 

ist  und  der  Rest  ti  auch  ^  2C(,  ist,  so  ist  r^  auch  >  c^  +  Cg  -j \-  Cx 

und  folglich  ist  der  Werth  ci  =  g  —  1  nicht  zu  gross  und  richtig, 
daher  auch  der  Ausdruck  (3)  die  richtige  Wurzel.  Nach  (5)  kann 
nur  für  ein  gewisses  grösstes  A,  das  =1  sei^  der  Ausdruck  (3)  die 
richtige  Wurzel  sein.     Dies  ergibt  sich 

^  =  ^  +  l+log2(co  +  l). 
Wäre  dies  l  >  —^ ,  so  müsste  sein 

^  +  1>^-Iog2(co  +  1). 

2  1 

Die  Ableitung   der   rechten   Seite  nach  c^  ist  -^ ^-p- r  •      Sie 

ist  >  0,  wenn  Cq  ^  4  ist.     Daher  ist,  wenn  c^  ^  100, 

^  —  log2(co  +  1)  >  ^  -  log  101  —  log 2  =  19,91687. 

Also  müsste  v  +  1  >  19,91  •  •  •,  v  >  18,91  •  •  •,  d.  h.  =19  sein. 
Oder  es  müssten  in  a  hinter  a^  noch  19  Neuner  folgen.  Sieht  man 
von  diesem  Falle  ab,  so  wird  also  (3)  zu  gross,  bevor  die  Unglei- 
chung (7)  nicht  mehr  erfüllt  ist,  d.  h.  während  noch  A  <  Z  ist  und 
daher  muss  einmal  ein  Rest  r'i  vorkommen,  der  <  2c^g  ist.  Von 
diesem  an  geht  dann  die  Rechnung  so  weiter  wie  in  (I)  geschildert  ist. 
Als  Beispiel  sei 

"1/100378925 

zu  berechnen.  Wir  wollen  a^  =  100,  c^  ==  10  nehmen,  obgleich  dies 
nicht  günstig  ist.     Dann  hat  man  die  folgende  Rechnung: 


r^ 66  :  20  =  3 
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1/100378925  =  10;01892833 
100 

ro 03  :  20  =  0^) 

Corr.  •  ■  •_0_ 

<  •  •  •  •  -"ST":  20  =  1 
20 

r^    178 

Corr.  .  •  •  •__0 

r/ 178  :  20  =  8 

160 

r^    189 

Corr.  •  •  •  •  •_]_ 

r/ 188  :  20  =  9 

180 

rg 82 

Corr. _16^ 

66 
60 

r^ 65 

Corr. 82 

r;  =  —  17 

Da  r^  negativ  ist,  so  ist  die  letzte  Ziffer  3  der  Wurzel,  die  wir 
gefunden  haben,  zu  gross.  Daher  muss  mau  für  sie  2  nehmen.  Man 
hat  also 

r^ 66  :  20  =  2 

40 

r^ 265 

Corr. •  82 

r/ 183  :  20  =  8,    denn  man  sieht  ohne  Wei- 

160  teres,  dass  9  zu  gross  sein 

r^ •  230  würde. 

Corr. ^M_ 

r^ -"82:20  =  3 

60 

r,  220 

Corr. 129 

>•/ ■"91 :  20  =  3 

Bei  den  beiden   letzten  Divisionen   war   wie   bei   der   vorhergehenden 
die    Quotientenziffer    kleiner    genommen    worden    als    sie    hätte    sein 


1)  Hier  wie  bei  der  Fourier'schen  Division  ist  bei  ;•„ ,  'i ,  /"j ,  •  ■  •  immer  die 
nächste  ZiflFer  schon  heruntergenommen  (vgl.  §  18). 
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können,    weil    man   direct   sieht,    dass   sonst   der   corrigirte   Theilrest 
negativ  werden  würde.     Es  folgt  weiter: 

91 
60 


r,  •■  •  310 
Corr.  170 


140 


Die  Summe  c^  -{-  C2  -\-  ■  •  •  -\-  c^  ist  hier  =  34;  es  ist  zwar  r^  =  31  <  34 
aber  r/  =  140  >  34,  daher  ist  die  Ziffer  3  =  c^  richtig  und  somit 
die  ganze  Wurzel  10018,92833.  Wenn  man  den  Rest  berechnen  will, 
so  hat  man  die  folgende  Rechnung  zu  machen: 


Corr. 

140 
1400 
202 

Corr. 

11980 
134 

Corr. 

118460 
130 

Corr. 

1183300 
60 

Corr. 

11832400 
57 

Corr- 

118323430 

18 

Corr. 

1183234120 
9 

1183234011 

die  Rechnung  ist  hiermit  zu  Ende,  der  Rest  ist  0,1183234011. 

§  62.    Die  Auflösung  einer  Gleichung  zweiten  Grades 
nach  Tourier. 

Es  sei  die  quadratische  Gleichung 

(1)  x^  -\-  dx  =  a 

aufzulösen,  in   der  a  und  b  positive  Zahlen  seien,  von  denen  selbst- 
verständlich keine  =  0  ist. 
Sei 

&  -=  hü"  +  ^9'-'  +  ho'-'  H 

»  =  %9''  +  «li/-^-^  +  ci,g'P-'  +  ■■• 
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wo  die  »,«2  ■  ■  ■  hj^h^  ••  ■  Zijffem,  a^  und  6^   dagegen  Zahlen  seien  und 
'/,j  4=  0  sein  soll. 

Man  setze 

^  =  Coi/^  +  c^gp-'  +  c,gp-'-  H . 

Man  erfüllt  dann  die  Gleichung  (1),  wenn  man  setzt 

«0  =  ^o'  +  ^0^0  +  *'o 

{2Cq  +  &o)Ci  +  /"i  =  Tq  =  r^y  +  %  —  h^c^ 
(2)      (2Co  +  \)c^  +  ^2  —  >"i'  =  ^\9  +  «2  —  CiCi  —  (?>iCi  +  h^€^) 

(2^0  +   ^o)^3   +  '>a  =  '^'2'  =  ''2^  +  «3  —  (^1^2   +  C2<'l)  — 

—    (61  Cg  +  ^2^1   +  ^3^ 

Wenn  man  annimmt  Cq  sei  so  bestimmt,  dass 

^0'  +  ^^^0  <  «0  <  {Cq  +  1)2  +  \{Cq  +  1) 

so  wird  Vq  ^  0  aber  <  2^^  -|~  ^0  ~h  1>  ^^^^  ^  2co  -|-  &o. 

Man  bildet  dann  den  corrigirten  Theilrest  Vq  und  findet  durch 
Division  c^  und  )\,  dann  bildet  man  den  corrigii-ten  Theilrest  i\',  der 
durch  Division  c^  und  r^  liefert  u.  s.  w.  Die  Correctionen  berechnet 
man  mit  Hilfe  eines  Streifens,  indem  man  in  eine  Zeile  die  CqC^c^- • 
schreibt,  so,  wie  sie  der  Reihe  nach  entstehen,  und  auf  den  Streifen 
einmal  dieselben  Zahlen  in  umgekehrter  Reihenfolge  •  •  •  Cgq  und  dann 
die  Zahlen  h^h^  ■  •  ■  in  umgekehrter  Folge  •  ■  •  h^h^i  und  den  Streifen 
dann  an  jene  Zeile  zweimal  hält. 

Man  hat  zur  Berechnung  von  r^'  z.  B.  die  beiden  Stellungen 


Co 

^1^2 

Co 

^1^2 

Streifen 

•  •  •  CgCi  •  •  •  &3     &2^i 

Man  wird  die  Quotienten  c^c^  •  ■  -^0  aber  ^g  —  1  nehmen. 
Setzt  man 

«  —  (Co  +  qy  H h  c^r)V^  —  Hco  +  c,y-\ f-  c,,f^)gP=  P,., 

so  folgt  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (2) 

P/<  =  ^2^-''-i  lr^,g  +  a^  +  i  —  (qc^  +  CgC^^-i  H \-  CuC,) 

\  —  Q>i<^n  +  ^2«/' - 1  H h  ^/<  +  iCo) 

\  —  (^2^^  +  hCf'-l  H h  ^<  +  2Co). 

+ 

Der  Coefficient  von  g''^i>—f  —  ^  ist  der  corrigirte  Rest  r^,,  aus  ihm 
berechnet  sich  P^^  ähnlich  wie  bei  der  Quadratwurzelausziehung  oder 
der  Division. 
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Setzt  man 
so  folgt 

Bf.  <>•;  +  ! 

und  weil  r^  <  r„^  -\-  (j  —  1  ist, 

Andererseits  ist,  ähnlich  wie  früher 

Bf.  >  r,,g  —  [2(ci  +  Cg  H 1-  c^)  +  c^~\(j 

>  9  { >>  —  Co  —  2(ci  +  Cg  H h  c^) }  • 

Und  ähnlich  hat  man 

B^,  >  >•;  —  Co  —  q  —  2(c2  +  ^3  H h  c^O- 

Ersetzt  man  c^,  durch  c^<  +  1?  ^^   mögen   aus  Bu   die   Reste   i?^  und 
B^  entstehen.     Dann  folgt 

Bi  =  B,,  —  hg^-i^  -  2g{c,  +  qy  H c,,r")  -  (f'^ 

R;  =  B,,  +  hg'-p  +  2g{c,  -\- c,y  ^ c^^Y')  —  ^^-•"; 

da  &  >  6^^,  so  folgt 

i?i"<^0>  +  l-?>o-2co), 
dagegen 

-R;r>  gWf.  —  Co  — 2(q  +  Cg  H h  c^)  +  K  +  2Co  +  2c^y  ^ 1 

l                                                         +  2c^y/'  —  j/."-i  J 

>  ^{>>  +  Co  +  ^0  —  2q  —  2c2 2c,<  —  1 }. 

Diese  Ungleichungen  dienen  zur  Beurtheilung  der  Sicherheit  der 
gefundenen  Werthe  c^^c\^-  ■  ■  c«,  ähnlich  wie  die  im  Paragraph  60  be- 
nutzten Ungleichungen.     Die  letzte  zeigt,  dass  BJ^^  0  ist,  wenn 

Co4-^o>2(Ci  +  C2  -\ C/O- 

Am  bequemsten  gestaltet  sich  übrigens  unter  Umständen  die 
Rechnung,  wenn  man  h^  so  bestimmt,  dass  6^  =  ft^  =  • ' "  =  0  wird, 
weil  dann  die  zweiten  Theile  der  Correctionen  fortfallen.  Freilich 
ist  dabei,  wenn  1)  vielzifferig  ist,  die  Division  mühsamer.  Die  Un- 
gleichungen oben  sind  dann  etwas  abzuändern  und  gehen  in  die  des 
§  60  über. 

Sei  beispielsweise  die  Gleichung 

x'  +  3,142365  a.-  =  2,34765891 
aufzulösen.      Ein    Überschlag    lehi-t,    dass   x  =  0,62  •  •  •   ist.     Nimmt 
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man    daher    p  =  —  2,    «"o  "=  ^2,    &„  =  314,    a^  =  23476,    so    wird 
/■   =164  und  man  wird  die  Ziffer  5  von  a  anhängen. 


'0 


1645 


Corr.    124  =  2  -  62 


'1 

Corr. 


1521  : 
1314 

(2  •  62  +  314  = 

=  438)  = 

=  3 

2078 

fl86 

■l  15 

=  3 
=  3 

62 

3  +  3-2 

1877: 
1752 

438 

=  4 

1259 

f372 
■■  i  41 

=  6 
=  3 

-62 

•4  +  4-3 

+  3-3 

+  4 

Corr. 

r/-  .  •       846  :  438  =  1. 

Beim  Weiterrechuen  ergaben  sich  die  corrigirten  Reste  r3'  =  3717, 
^^=2016,  r5'=2493  mit  den  Ziffern  8,  4,  5  der  Wurzel,  so  dass 
diese  0,62341845  sich  fand.     Da  hier 

Co  +  .,+2(.,  +  c3+--- +0-62  +  3  +  2(4  + 1  +  8  +  4  +  5)  =  109 

kleiner  als  r^'  ist,  das  sich  2877  fand,  so  ist  Rq  >  0,  und  da  ferner 
rg  sich  zu  303  ergab  und  dies  kleiner  als  2Co  +  ?>q  —  1  =  437  ist, 
so  ist  i?g  <  0.  Aus  diesen  beiden  Ungleichungen  folgt,  dass  die  ge- 
fundenen acht  Ziffern  der  Wurzel  richtig  sind.  Wenn  man  nun  den 
Rest  berechnen  will,  so  knüpft  man  an  rg' =  2877  an: 

28770 
Corr.      191 


285790 
Corr.         124 


2856660 
und  so  fort  bis  sich  der  Rest  0,0000000285653475  findet. 

§  63.    Die  Ausziehung  der  CubikwurzeL 
Bei  der  Ausziehung  der  Cubikwurzel  aus 

I    «1     I    ««     1 
«  =  «0  +  f  +  -I  +  •  •  • 

wo  Uq  eine  ganze  Zahl  und  (i^a^  -  •  ■   Ziffern  sind,  nehmen   wir  an   es 
sei  Cq  so  gefunden,  dass 

«0  ^  ^0=^,        %  <  (ro  +  1)^ 
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Dann  ist  c^  als  Ziffer  so  zu  finden,  dass 

oder  dass 

(Coff  +  CiY  <  ^h9^  +  «25'^  +  «2^  +  «3  +  «4^  H <  {c^g  +  q  +  1)^ 

Diese  Ungleichungen  verlangen,  dass 

{%9  +  q)^  <  «0^^  +  ^x9^  +  «25'  +  «3  <  (^oö'  +  f'i  +  1)^- 
Man  bestimmt  also  c^  als  Ziffer  und  möglichst  gross,  so  dass 
(1)      («0  —  c^^g^  +  «lÖ'^  +  «2^  +  «3  >  SCo^Ci^f^  -I-  ScoCi^^  +  c^. 
Wenn  man 

(«0  —  ^i)9  +  «1 
durch  3co^  theilt,  so  entstehe  der  Quotient  g'  und  der  Rest  r\ 
(«0  —  c^)g  +  «1  =  Sco^g  +  r, 

dann  kann  q  nicht  >  g  sein.     Denn  für  q  =  g  -f-  1  wird  die  rechte 
Seite  der  obigen  Ungleichung 

3coV(g  +  1)  +  3co^(g^  +  2ri  +  1)  +  (g  +  1)3 
=  Wg''  +  K  -  ^,')9'  +  «1^^  -  r9'  +  3co^(g  +  1)^  +  (g  +  1)^; 
da  y  ^  3  Cq^  —  1 ,  so  ist  dies 

>  K  —  Co^)^^  +  «1^^  +  g'^y 
also 

>  («0  —  Co^)5''  +  «1^^  +  «2^  +  «3; 

weil  «2^  +  %  ^  5'^  —  1- 

Ob  aber  q  =  g  sein  kann,  muss  durch  Probiren  untersucht 
werden,  indem  man  die  rechte  Seite  der  Ungleichung  (1)  mit  der 
linken  vergleicht.  Man  kann  in  speciellen  Fällen  diese  Rechnung 
mehrmals  wiederholen  müssen,  bis  man  den  richtigen  Werth  von  q 
findet.  So  ist  z.  B.  bei  a  =  7999  zunächst  «0  =  7,  c^,  =  1,  und  es 
findet  sich  durch  Theilung  von  (7  —  1)  •  10  -f-  9  =  69  durch  3  der 
Quotient  23  und  der  Rest  0,  daher  ist  q  nicht  grösser  als  23,  während 
193  =  6859  und  20^  =  8000  ist.  Oder  bei  a  =  3999  ist  a^  =  3, 
Co  =  1,  (3  —  1)  •  10  +  9  =  29  gibt  durch  3  getheilt  den  Quotienten  9 
und  den  Rest  2,  also  ist  c,  ^  9,  aber  in  Wirklichkeit  ist  3999  >  15^ 
und  16^  =  4096  ist  >  3999,  so  dass  q  =  5  der  richtige  Werth  ist. 

Man  kann  hier  mit  Vortheil  die  Darboux'sche  Methode  an- 
wenden. 

Es  ist  ÜQ  —  Cq^  <C  3cq^  -{-  3cq-\-  1.  Wenn  man  also  (cIq  —  CQ^)g  -f-  a^ 
durch  3Cq^  -|-  3co  -|-  1  theilt,  so  entsteht  ein  Quotient  g  ^  9  und  ein 
Rest  r,  so  dass 

K  —  Co^)9  +  «1  =  9'(3fo'  +  3f-„  -f  1)  4-  r; 
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dann  ist,  wenn  man  o^g^  -j-  a^g-  -f-  a.,g  -\-  a^  =  A  setzt, 
^  —  ip^y  +  flf  =  0^9  +  «3  +  rg^ 

—  ^c^gg^  —  <f  +  ^Cq(/q  +  ff^q 

=  rg^  +  «2^  +  «a 

+  ü{9^  —  f/-)  +  ^c^gqig  —  q) 
und  folglich  >  0.     Femer  folgt 

^  —  (co9  +  ^  +  1)^  =  rg^  +  «25^  +  «3 
.„.  +  2(5''  —  ö')  +  ^Cogq(g  —  q) 

^  ^  -{3(Co^  +  2)^  +  3(.„^  +  3)-f  1} 

=  A-  {c,g  +  qf  -  [?,{c,g  +  3)^  +  3(^0^  +  2)  +  !]• 
Dagegen  ist 

^  —  (foi/  +  fi  +  2)3  =  rg"^  +  «25'  +  «3 
(3)  +q{y'-q')  +  ?>c,gq{g-q) 

-6(Co^  + 2)^-12(^0^  +  2) -8; 
die  rechte  Seite  ist,  weil 

r^3co^  +  3eo 
und 

«25'  +  «3  <  9\ 
<  {W  +  3^0  +  1)5^'  +  ^c,g'q  -  ^c,gq'  -  ß^oV  -  12^0^2  - 
-  Qq'  -  12c,g  —  12g  -  8  +  g'q  —  q' 
<  -  3coV  +  c,{dg'  +  Sg'q  -  Sgq'  -  125^^  -  12g} 
+  9^q  +  9'  —  q^  —  62'  —  12^  —  8. 

Hier  hat  der  Coefficient  von  Cq  sein  Maximum,  wenn  dg^  —  6gq 

—  12g  =  0,  d.  h.  für  2  =  -f-  —  2  =  3  und  dies  Maximum  ist  =  450. 
Das    Absolutglied    hat    sein     Maximum,     wenn     g^  —  3q^  —  12 q 

—  12  =  0,     also     q  =  — =  —  2    ist,     und    der    Maximal werth    wird 

=  272,  •  •  •.  Daher  wird  die  rechte  Seite  der  obigen  Ungleichung 
<  —  300co^  +  450co  +  273.  Dies  ist  aber  <  0,  wenn  c^  ^  2.  Daher 
ist  c^g  -\-  q  -\-  2  sicher  als  Cubikwurzel  zu  gross,  wenn  Cq^2  ist. 

Für  Cq=  1  ist  dieser  Schluss  nicht  möglich,  weil  dann  der  Aus- 
druck positiv  ist.     Man  muss  also  untersuchen,  ob  nicht  g  -\-  q  -\-  ^ 
noch  in  Frage  kommen  kann.     Man  hat  dann  durch  Ausrechnung 
^  —  (^  +  2  +  3)3  <  _  ^3  _  39^2  _|_  193^  _  497 

Die  Ableitung  der  rechten  Seite  dieser  Ungleichung 

—  32»  _  782  +  193 
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wird  für  g  ^  0,  1  und  2  positiv,  dagegen  für  g*  >  3  negativ,  daher 
wird  die  rechte  Seite  der  Ungleichung  <  —  275  (entsprechend  $  ^  2) 
oder  <  —  266  (entsprechend  q  >  3),  daher  sicher  <  0.  Folglich  kann 
bei  Cq=  1  das  q  nie  =2  +  3  sein,  so  dass  hier  nur  die  Werthe 
g,  g  +  1  oder  q  -\-  2  für  q  in  Frage  kommen. 
Wenn  nun 

(4)  rcf  +  «25'  +  «3  +  Q.{9^  —  f)  +  ^Cq91{9  —  ^) 
kleiner  ist  als 

(5)  Hco9  +  üy  +  Hco  +  q)  +  h 

so  ist  die  linke  Seite  von  (2)  negativ,  also  ist  q  =  Ü-  Die  Rech- 
nung geht  weiter,  indem  der  obige  Ausdruck  an  die  Stelle  von 
^0  —  ^o^j  ^q9  ~{~  ^1  ^^1  ^6  von  Cq,  «4  «5  «6  ^^  ^iö  von  «iftg^s  treten. 
Ist  aber  jener  Ausdruck  (4)  grösser  oder  gleich  dem  (5),  so  ist 
Ci  =  q  -\-  1 ;  man  berechnet  dann 

nach  Gleichung  (2)  und  an  die  Stelle  von  Cq  tritt  CqQ  +  Q'  +  1,  an 
die  von  a^  —  Cq  die  obige  Differenz  und  a^,  «j,  a^  an  die  von 
^1^2%  u.  s.  w.  Für  Cq=1  ist  vielleicht  noch  der  Ausdruck  (3)  zu 
berechnen,  weil  für  Cq=  1  auch  der  Ausdruck  (2)  positiv  oder  Null 
werden  kann.  Dann  ist  c^  =  q  -\-  2  und  die  weitere  Rechnung  knüpft 
an  den  Ausdruck  (3)  an. 

Sei  z.  B.  1/7999  zu  berechnen.  Hier  ist  a  =  7,999,  a^  =  7, 
Co  =  1 ,  daher  a  —  c«^  =  6,999.  Man  theilt  jetzt  69  durch  3  +  3  +  1  =  7 
und  findet  den  Quotient  9  und  den  Rest  6,  dann  hat  man  zu  699 
zu  addiren  9  (100  —  81)  =  171  und  30  •  1  •  1  •  9  =  270.  Die  ent- 
standene Summe  699  +  171  +  270  =  1140  ist  nun  zu  vergleichen 
mit  3  •  19^  +  3  •  19  +  1  =  1141.  Da  sie  kleiner  als  diese  Zahl  ist, 
so  ist  Cj  =  9  richtig.     In  der  That  ist 

7999  —  193  =  7999  —  6859  =  1140, 

wie  es  den  obigen  Gleichungen  entspricht.  Die  weitere  Rechnung 
geht  dann  so: 

11400  :  1141  =  9         mit  Co  =  19,  c^  =  9 
10269 

113100 

171  =  9(100  —  81) 
5130  =  30  •  19  •  9  •  1 


118401 


Dies   ist    zu  vergleichen   mit  3  ■  199^  -f-  3  •  199  +  1  =  119401; 
da   der  Rest  kleiner  ist,  ist   19,9   richtig,  u.  s.  w. 

Ein  anderes   Beispiel  sei  y4410944.     Die  Rechnung  steht  so: 
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4410944       1  erste  Ziffer 
1 


34  :  (3  +  3  +  1  =)  7       4  zweite  Ziffer 

28 


610 

336  =  4  (100  —  16) 

720  =  30  •  4  •  6 

1666       3  •  14-  4-  3  •  14  -f  1  =  631,  daher  4  zu  klein 
631 

1035       3  •  152  -f  3  •  15  +  1  =  721,  daher  5  zu  klein,  also  6  richtig 

721  als  zweite  Ziffer 

3149  :  (3  ■  162  -}-  3  •  16  +  1  =)  817;  also  3  dritte  Ziffer 
2451 

69844 

273  =  3  (100  —  9) 
10080  =  30  •  16  •  3  •  7 
80197   3  •  1632  _^  3  .  163  _|_  1  _  80197 

Somit  ist   3   als  dritte  Ziffer   zu  klein  und   daher  4   richtig,   so 
dass  164  die  Wurzel  ist. 


§  64.    Die  Benutzung  von  Logarithmen  und  Reilien. 

Schon  die  Ausziehung  der  Cubikwurzel  ist  eine  ziemlich  müh- 
same Operation,  wenn  es  sich  danim  handelt,  die  Wurzel  auf  viele 
Stellen  genau  zu  finden.  Bei  höheren  Wurzeln  oder  bei  Potenzen 
mit  complicirten  gebrochenen  Exponenten  ist  eine  directe  Rechnung 
überhaupt  nicht  auszuführen.  Man  wird  also  vielleicht  schon  bei  der 
Cubikwurzel,  aber  sicher  bei  allen  andern  Potenzen  am  leichtesten 
mit  Logarithmen  rechnen,  selbst  wenn  der  Logarithmus  des  Radicandeu 
erst  zu  berechnen  und  dann  der  umgekehrte  Übergang  nur  mit  den 
Hilfsmitteln  der  §§  53 — 56  zu  machen  wäre. 

Was  die  zu  erreichende  Genauigkeit  angeht,  so  sei  a  der  genaue 
Radicand.    Behält  man  2+1  Stellen,  von  links  her,  bei  und  corrigirt 

wegen  der  folgenden,  so  ist  der  relative  Fehler  <  —  </~«.   Wenn  man 

mit  r-stelligen  Logarithmen  rechnet,  ist  dann   der  Fehler  von  log  a 

M  1 

gleich  —  (j-'i  4~  2w,  wo  co  =  —  lO"*"  gesetzt  ist.    Soll  nun  «"berechnet 

werden,  so  ist  der  Fehler  von  n  log«  gleich  -—  ^~'^-|~  2n(o  4~  w,   weil 

beim  Abbrechen  des  Products  mit  n  noch  eine  halbe  Einheit  Fehler 
vorkommen  kann. 

liürotli,   numerisches  Rechnen.  11 
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Daraus  folgt  weiter  der  Fehler  von  a" 

{nBI 


i«"(^^^  + (2^^+2)0,), 


oder  wenn   man   2  für  -^  setzt 

=  «''[|5^*  +  4(w+  1)«]. 

Es  liegt  kein  Grund  vor  q  kleiner  zu  nehmen  als  r.    Setzt  man 
also  q  =  r,  so  wird  der  Fehler  höchstens 

=  «"{|^-'-  +  4(«+l)ca} 

=  a"G)  {bn  -\-  4:]. 

Wenn  man  also  z.  B.   die  Cubikwurzel   siebenstellig  rechnet,   so 
wird  der  Fehler  höchstens 

_  i  10-^{|-  +  4)  V«  =  3.10-^  •  fä  rund„ 

Wenn   vielstellige   Logarithmen   nicht    zu    Gebote    stehen,   kann 
man    eine    logarithmische    Rechnung    mit    einer    Reihenentwickelung 

3  / — 

combiniren.     Sei  z.  B.  yTC    zu   bestimmen.     Mit   Logarithmen    von    7 

3  / — 

Stellen  findet  man  yTi  =  1,46459.  Die  dritte  Potenz  dieser  Zahl  ist 
nun  mit  n  zu  vergleichen.     Es  ergab  die  directe  Multiplication 

1,46459^  =  3,14158  05069  80579; 

da  Ä  =  3,14159  26535  89793  ist,  so  hat  mau 

n  =  1,464593  +  0,00001  21466  09214. 

Nun  ist  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

die  Division  von  ß  =  0,00001  21466  09214  durch  1,46459^  nach  dem 
Fourier 'sehen  Verfahren,  mit  Benutzung  von  314  als  Theildivisor, 
ergibt  nun 

A  =  0,00000  38664  00745, 

die  symmetrische  Multiplication  gab  damit 

1 1  =  0,00000  18875  63955; 

das  dritte  Glied  obiger  Formel  kann  mit  fünfstelligen  Logarithmen 
berechnet  werden  und  gibt  0,0^^2433  und  damit  findet  sich 

>/^=  1,4645918875  61522. 
Eine  genauere  Rechnung  ergibt  im  ( —  15)*®'^  Range  3  statt  2. 
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§  65.    Das  Newton'sehe  Näherungsverfahren. 

Man  kann  noch  ein  anderes  Verfkhren  zur  Wurzelau.sziehung 
verwenden,  das  eigentlich  die  sog.  Newton'sehe  Näherungstnethode 
zur  Auflösung  von  Gleichungen  ist. 

Es  sei  c  so  zu  bestimmen,  dass 

(1)  c"  =  a 

ist.  Es  sei  eine  ganze  Zahl  f,,  gefunden,  so  dass  c^'g^P  <  a,  dagegen 
{cq  -\-  l)"5f"P  >  a  ist,  wobei  p  positiv  oder  negativ  aber  ganz  ist. 
Nennt  man  dann  a  —  Cq^'q'^p  =  r,  so  ist  dies  der  Rest,  der  übrig 
bleibt,  wenn  man  c^^^  für  die  richtige  Wurzel  setzt.  Nimmt  man 
c  =  {Cq  -\-  c)gP,   so   ist  c    ein    echter  Bruch,   der  aus   der  Gleichung 


(2)  r  =  {  nc,^-^c  +  (^c,--'c'  +  •  •  •  +  ^-'^ } 


r 


zu  bestimmen  ist.     Aus   dieser   Gleichung  folgt  r  ^  ncQ"~^  c-  g"p,  so 
dass 

(3)  o<-^^.g-^P 

sein  muss. 

Schreibt  man  andererseits  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2) 

„    ,  ,f.    .    n  —  lc     .    (w  — l)(w  —  2) /c'\2    ,  .    1  /cy—i]   „„ 

SO  ist,  da  w  >  1    ist   (vgl.  §  58),  die   Klammer    kleiner    als    die  geo- 
metrische Reihe  mit  dem  Quotienten 

n  —  1  c' 
2      cl 


und 

daher 

< 

sofern 

(2 

ist. 

Folgli 

ch 

ist 

c 

> 

r 

(n  — l)c  ' 
2c„ 


(n  —  \)c         . 
2c„        "^ 


1  —  ^^ ^  W/-"^ 

2C. 


oder   wenn  man    in    der  Klammer  c  durch   die   rechte   Seite  von  (3) 
ersetzt: 

■wv"       *    ^  2^,.        tic'  I 


2  Co        «Cq 


(4)  c  >  -^  (r"""  —  - — ^  (-—-,  fj-"^)' 


II' 
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Es  ist  aber 


daher 


^      ,    n  —  1     ,     in  —  1)  (n  —  2)   1      , 

1  r-"^  <  1  + h  ^ z—^ -i  + 


Das  Quadrat  dieses  Ausdinicks  ist  kleiner  als  1,1,  wenn  er  selbst 
<  1,04  ist. 

Dies  ist  sieber  der  Fall,  wenn 

n  —  1  104  4 


2  Co     100  ^  100 

104     ■>(.  —  1 

Co>-ir 


4  2 

oder  Co  >  13  («  —  1)  ist. 

Dann   wird   der   Spielraum,   den   die   Ungleicbungen  (3)  und  (4) 
dem  c'  lassen, 

Ist  Cq  eine  Zabl  von  q  Ziffern,  also  ^  ^*~^,  so  wird  daher  der  Spielraum 

<  (w  —  1)0,55  •  (/-*+i 

oder,  wenn  w  ^  10  ist,  <  4,95  •  g^^'^^,  d.  h.  höchstens  eine  halbe  Einheit 
des  ( —  q  -f-  2)*^"  Ranges;  dagegen  folgt  für  w  =  2  und  n  =  3  bezw. 
0,555f~*+^  und  l,l(/~«+^.    Man  muss   daher,  um  diese  Genauigkeit  zu 

erreichen,  das         _     bis  auf  einen  Fehler  von  einer  Einheit  des  ( — -  qy^^ 

Ranges  berechnen.  Da  der  Werth  der  zu  berechnenden  Grösse  nach 
den  gemachten  Annahmen  bis  Eins  steigen  kann,  ist  dies  erreicht, 
wenn  der  relative  Fehler  (/~«  ist.     Daher  darf  der  relative  Fehler  von 

r  und  von  nc^~'^  höchstens  -k  9~^  sein.  Um  diese  Genauigkeit  zu  er- 
halten, wird  man  bei  beiden  Grössen  mindestens  ^  -f-  1  Ziffern  be- 
rechnen. 

Sei  z.  B.  die  dritte  Wurzel  aus  379625491  zu  ziehen.  Ein  Ver- 
such zeigt,  dass  Co  =  724  ist,  mit  ^j  =  0.  Somit  ist  q  =  3  und  man 
hat  r  sowie  nco^  auf  4  Ziffern  zu  berechnen.  Man  findet  so 
r  =  379625491  —  379503424  =  122067,  3c^^  =  3-7242=  1572528 
und  die  Division  nach  der  Fourier'schen  Methode  liefert  0,077624. 
Der  Spielraum  berechnet  sich  hier'  =  ^--|^  (0,077  ■ . -f  =  0,0000083, 
so  dass  c  =  724,07761  nicht   um   eine  Einheit  der  letzten   Stelle   zu 
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klein  ist.  Geht  man  nun  mit  e^  =  72407761,  y)  =  5  in  der  Rech- 
nung weiter,  so  ist  jetzt  q=^l,  so  dass  man  also  nun  7  weitere 
Ziffern  der  Wurzel  finden  kann.  Die  Hauptarbeit  ist  hierbei,  r  auf 
8  Ziffern  zu  berechnen.  Dies  wurde  hier  mit  der  Rechenmaschine 
gemacht,  wobei  aber,  weil  diese  nur  zwei  sechszifferige  Zahlen  zu 
multipliciren  gestattet,  eine  Zerlegung  eintreten  musste.  Es  fanden 
sich  so  die  genauen  Zahlen 

724077612  =  52428838  5303  3121 

7240776P  =  379  625  480  981 181 350  452  081. 

Hiermit  folgt 

,•^3-5  _  100  188  186 

3fo2=  157  286  516. 

Die  Division  liefert  0,636  977  7226  und  der  Spielraum  berechnet  sich 
zu  0,000  0000056,  so  dass 

c<  724,077  616  369  777  226 

>  724,077  616  369  777  170 

ist;  also  bis  auf  13  Decimalen  genau 

=  724,077  616  369  7772. 


Zehntes   Kapitel. 
Die  trinomisclien  Gleichnngen. 

§  66.    Gleicliungen  dritten  Grades. 

Wir  können   die   allgemeine  Auflösung   der   Gleichungen   dritten 
Grades  den  Lehrbüchern  der  Algebra  entnehmen. 
Bei  der  Gleichung  dritten  Grades 

beginnt  mau  damit,   die  Gleichung  vom   zweiten    Gliede  zu  befreien, 
indem  man 

setzt,  wodurch  für  y  die  Gleichung  in  der  reducirten  Form 


(1) 

entsteht,  in  der 

i/  -\- ay  -{- h  =  0 

a  = 1-  +  % 

2«,  3         a^a. 

ist. 

Die  Auflösimg  der  reducirten  Gleichung  geschieht  durch  die 
Cardanische  Formel  (vgl.  z.  B.  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra.  2.  Auflage. 
Band  1),  indem  man  zuerst 

^  =  -r  + 


27 

dann 


-V^+n, 


a 
3u 


rechnet,  womit  y  ==  u  -\-  v  eine  Wurzel  der  Gleichung  wird.  Man 
kann  das  Zeichen  von  "j/j?  nach  Belieben  wählen  und  erhält  dann  die 
drei  Wurzeln  der  Gleichung,  wenn  man  die  di-ei  Werthe  der  dritten 
Wurzel  bei  der  Berechnung  von  u  verwendet. 

Die  Rechnung  ist  umständlich,  wenn  man  nicht  Additions-  und 
Subtractiouslogarithmen    oder    trigonometrische    Umformungen    ver- 
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wendet.  Für  diese  letzteren  sind  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden 
je  nach  den  Zeichen  von  a  und  h.  Wenn  nun  y  der  Gleichung  (1) 
genügt,  so  erfüllt  —  y  die  Gleichung 

y^  -{.ay  —  h  =  Q. 

Daher  können  wir  stets  annehmen  es  sei  6  >  0.  Dann  sind  ver- 
schiedene Fälle  zu  unterscheiden. 

(I)  Ist  a  >  0,  so   ist  i^  >  0   ohne   dass  zwischen  a  und  h    eine 
Beziehung  besteht;  und  daher  kann  man  nur 

1/27        &  ^  ^ 

setzen.  Man  kann  xl)  immer  zwischen  O''  und  90°  wählen.  Damit 
folgt  

Aber  es  ist 

2  sin-  —  2  sin*  -J 

1  2  2  ii> 

1  =  —  =  — -. tg  tZ»  =  tg   -  tg  xb ,  also 


COS  ip  COS  ip  sm  ip 

2  \cos  Ip  )        1/47      °  2 

Bestimmt  man  nun  weiter  den  Winkel  cp  aus 

]Xtg|=tg9P,     0»<9)<90", 
so  wird 

damit  folgt  v  =  —  1/  ir  '  ^^%  9'  ^^^^ 

2/=]/f  {tgg5  — cotg(3p}  =  — 2]/|cotg295. 

Man  findet  die  beiden  complexen  Wurzeln,  wenn  man  n  mit 
einer  complexen  dritten  Wurzel  der  Einheit  miütiplicirt.  Nimmt 
man  als  solche 

—  1  +  i  l/ä" 
2 
so  wird 

n  /a  ,        —  1  4- 1  i/IT      1  /ä      ,        —  1  —  ii/ä" 

y-y-^^^9  — T-^  -  K  3  ^'^^g  f  — 2- 

=  "~  "^  y f  (*S  —  cotg  9))  +  ^  (tg  ()p  -f  cotg  <p) 
=  l/^-cotg2(p+^ 

r     3  o      "f     I    sin  2  qp 
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eine  der  complexen  Wurzeln  und 

V  =  1/^  cotg  2op ^  ^ " 

^  r     3  o      T         g^j^  2  qj 

die  andere. 

Ist  a  <  0,  so  hat  man  zu  unterscheiden  ob  jR  positiv  oder  negativ 
ist.     Ist  E  >  0  

(11)  «  <  0  und  —  >    ~  "    ,   so  ist  "   <  1    und   kann    einem 

^    ^  4  27      '  ^,-|/27 

Sinus  gleichgesetzt  werden.     Man  bestimme  also  den  spitzen  Winkel 

ip  aus  der  Gleichung 

&]/27   ' 
womit  E  =  —  cos^  tp    und    «^  =  —  TT  +  "5"  co^^  i/^  =  —  &  sin^  —   oder 


21/— a^     1  .   9  V»  1    t/ 3  i.    '^       ■   1 

— ?-— = -. •  sm^  -^  := =  y —  a^  tg  ^   wird. 

-j/27       smt^  2  y21^  ®   2 


Bestimmt   man    also   den  spitzen  Winkel  (p  durch  die  Gleichung 
so  folgt 


3/7—  1/) 

tg  9?  =  ftg  - 


M  =  —  -l:]/=r^tg9?,     V  =  —  K— ^  COtg  qp 

und 

2       / —  2 

-1/3    '  sm  2qD 

Die  beiden  complexen  Wurzeln  werden 

Ist  aber  R  <  0 
(III)        ft  <  0  und  —  <  ,  so  hat  man  den  sog.  casus  irreduci- 

bilis,  in  dem  die  drei  Wurzeln  reell  sind.  Um  dies  zu  erkennen, 
muss  man  n^  in  die  gewöhnliche  Form  einer  complexen  Zahl  bringen. 
Setzt  man 

—  -^  =^  ^  cos  Q ,       y —  R  =  r  sin  a , 
so    wird     ein     Werth    von     u  =  ^r    cos  —  -1-  ^  sin  —   •       Da   r^  = 

-r R=  —  — ,  so  wird  r'^'*  =  —  —  und  folglich  der  zu  dem  an- 
gegebenen Wei-th  von  u  gehörige  Werth  von  v  gleich 


Vr{ 


cos  -  —  i  sm  g  . , 


damit  folgt  ^,       o  iV..    ^^. 

o  y  ==  zy}'  ■  cos 


3/~ 

pns 

3 
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Ein  zweiter  Werth  von  u  ist  durch 

f^{cos((o  +  ^)  -f  /  sin  (w  -f  ^)} 

gegeben,  der  zu 

?/  =  2  {//•  cos  (a  -\-  ^) 

führt  und  ein  dritter  Werth 

M  =  |/r[cos  («  +  -^)  +  i  sin  (»  +  -^) ) 

zieht 

y  =  2  >//•  cos  (to  +  -^) 

nach  sich. 

Der  Winkel  co  bestimmt  sich  aus 

&1/27 
cos  CO  =  '  - 


Weil  hier  co  im  zweiten  Quadranten  zu  wählen  wäre,  wird  man  be- 
quemer den  spitzen  Winkel  cp,  für  den  co  =  90*^  -j-  cp  ist,  bestimmen 
aus 

&y27 


sing) 


21/: 


und  hat  dann  die  drei  Wurzeln,   weil  "/>•  =1/ r  ist, 


'1^ 


a     .     qp 


2]/i:|  sin  (600-1), 

-2]/ir|sin(60o+f). 

Wenn  in  der  Gleichung  dritten  Grades  a  positiv  ist,  so  kann 
man  die  einzige  reelle  Wurzel  auch  aus  Tafeln  entnehmen.  In  der 
Astronomie  kommt  nämlich  bei  der  Bestimmung  des  Ortes  eines 
Planeten,  der  sich  in  einer  Parabel  bewegt,  die  Aufgabe  vor,  einen 
Winkel  v  aus  der  Gleichung 

25tg3|-  +  75tg|  =  il/ 

zu  bestimmen,  wo  31  eine  Zahl  ist.  Die  sog.  Barker'sche  Tafel,  die 
man  in  Olbers'  Abhandlung  Über  die  leichteste  und  bequemste  Methode 
die  Bahn  eines  Kometen  zu  bestimmen,  herausgegeben  von  Envhe, 
Weimar  1847;  dritte  Ausgabe  von  GiiUc  ibid.  1869  tindet,  gibt  un- 
mittelbar zu  jedem  v  zwischen  0"  und  189°  mit  dem  Intervall  von  100" 
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den  Werth  von  M  bis  v  =  30^  und  von  da  an  den  log  ilf ;  und  ge- 
stattet also  umgekehrt  zu  einem  gegebenen  M  das  v  zu  entnehmen. 
Mit  Ausnahme  der  zehn  letzten  Grade,  von  170^  bis  180^  etwa, 
kann  man  bei  sieben  Decimalen  linear  interpoliren. 

Leverrier  hat  im  ersten  Band  der  Annales  de  V  Ohservatoire  de 
Paris  (Memoires)  eine  andere  Tafel  zu  demselben  Zweck  angegeben, 
die  durch  eine  Reihenentwickhing  v  zu  bestimmen  gestattet,  wenn  in 

^g    2    "■"      ^  2  27,40389544 

T  gegeben  ist. 

Es  wird  dabei 

.  =  ^0  +  MT-  T,)  +  MT~  T,y  +  A(T-  T,y  +  . . ., 

wo  jTj)  ein  Argument  der  Tafel  ist,  das  dem  gegebenen  T  möglichst 
naheliegt,  Vq  den  zu  Tq  gehörigen  Tafelwerth  bezeichnet.  Die  Zahlen 
Äj^,  Ä^,  Ä^,  •  ■  •,  bezüglich  ihre  Logarithmen,  findet  man  zu  dem  Werthe 
Tq  in  der  Tafel  gegeben. 

Die  Werthe  T^  gehen  von  0  bis  40000  mit  verschiedenen  Inter 
Valien;  eine  Interpolation  ist  nicht  nöthig: 

Man  findet  v  bis  auf  Hundertel  der  Secunde  genau. 

Die  Tafel  findet  sich  abgedruckt  in  der  Übersetzung  der  Gauss- 
schen  Theoria  motus  etc.,  die  von  Haase  1865  unter  dem  Titel: 
Theorie  der  JBeivegung  der  Himmelskörper  u.  s.  w.  von  C.  Fr.  Gauss 
veröffentlicht  wurde,  und  zwar  im  Anhang  Seite  22 — 28. 

Um  von  der  Gleichung 

y^  -\-  ay  =  1 

zu  der  eben  angewendeten  Form  überzugehen,  setzt  man  y  =  KZy 
wodurch  die  Gleichung 

^  +  F  ^  =  F 

entsteht.       Man     bestimmt    nun    A   so,     dass    ^  =  3    wird,     womit 


A  =  1/  —  und  hat  so  die  Gleichung 


die  sich  mit  den  oben  angeführten  Hilfsmitteln  lösen  lässt  und  dann 

y  =  ^Yy 

liefert. 
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§  G7.    Die  trinomischen  Gleichungen. 

Die  Gleichungen  dritten  Grades  lassen  sich  auch  näherungsweise 
auflösen  durch  Regeln,  die  allgemein  für  die  sog.  trinomischen  Glei- 
chungen gelten,  d.  h.  für  Gleichungen  der  Form 

(1)  x'»+"  +  Ex'"  -j-  F=0, 

wo  w,  n  positive  Zahlen,  E  und  F  aber  beliebig,  auch  complex,  sein 
können. 

Dass  die  Gleichungen  zweiten  Grades  sich  so  lösen  lassen,  zeigte 
Gauss  1840  in  der  20.  Auflage  von  Vega's  logarithmischem  Hand- 
buch (vgl.  auch  Lalande's  log.-trig.  Tafeln,  herausgegeben  von  Köhler, 
Leipzig  1849,  Seite  253 — 254).  Für  die  Gleichungen  des  dritten 
Grades  gab  Gauss  die  Vorschi-iften  in  den  Astronom.  Nachr.  Band  20 
(1843)  Seite  299,  vgl.  Werke  Band  6,  Seite  191.  Für  die  allgemeinen 
trinomischen  Gleichungen  ist  das  Verfahren  von  Gauss  in  seiner 
Schrift  zu  seinem  50jährigen  Doctorjubiläum:  Beiträge  zur  Theorie 
der  cdgehraischen  Gleichungen  (Abhandl.  der  königl.  G eselisch,  der 
Wissensch.  zu  Göttingen  Band  4  (1850),  Werke  Band  3,  Seite  85  fl'.) 
vorgetragen  worden. 

Die  Exponenten  m  und  n  in  der  Gleichung  (1)  können  nun  ent- 
weder (A)  beide  gerade  sein  oder  (B)  mindestens  einer  ist  ungerade. 

Im  Falle  (A)  sei  2^  die  grösste  Potenz  von  2,  die  in  m  und  n 
als  Factor  auftritt,  also 

m  =  2^)u,      n  =  2^ti  . 
Setzt  man  dann 

X'^P  =  z, 

so  ergibt  sich  für  s  die  Gleichung 

in  der  w'  und  ti    nun  nicht  mehr  gleichzeitig  gerade  sind. 

In  diesem  Falle  kann  man  also  die  Auflösung  der  Gleichung  (1) 
auf  die  einer  Gleichung  des  Falles  (B)  und  Quadratwarzelausziehungen 
reduciren.  Man  braucht  demnach  nur  den  Fall  (B)  weiter  zu  unter- 
suchen. 

Wir  nehmen  zuerst  an  E  und  F  seien  reell  =  +  ^  bezw.  +  f 
und  es  sollen  nur  die  reellen  Wurzeln  gesucht  werden. 

Bei  der  Gleichung  (1)  sind  vier  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Fall         x"'+"  +  ex"'  —  /'=  0, 

2.  „  a;"'+"  —  ex'"  —  /'  =  0, 

3.  „  x"'+"  —  ex"'  -\-  f=Q, 

4.  „  a;"'+''  -f  ex"'  +  /'=  0, 
wobei  e  und  f  positiv  angenommen  sind. 
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Man  kann  sich  darauf  beschränken,  die  Aufsuchung  der  positiven 
Wurzeln  der  Gleichung  (1)  zu  betrachten.  Denn  setzt  man  in  einer 
der  obigen  vier  Gleichungen  x  =  —  y,  so  entsteht  die  Gleichung 

ym-^n  +  e(_   \yym  __|_  (^_   Xjn  +  n-j-  ^  (), 

die  nur  dann  den  nämlichen  der  oben  aufgeführten  vier  Fälle  liefert, 
von  dem  man  ausging,  wenn  m  und  n  gerade  sind,  was  hier  aus- 
geschlossen ist.  Die  negativen  Wurzeln  von  einer  der  vier  Glei- 
chungen sind  also  die  positiven  Wurzeln  einer  anderen.  Daher 
reicht  es  hin  nur  die  positiven  zu  suchen. 

Im  Falle  (4)  sind  positive  Wurzeln  nicht  vorhanden. 

Weil  die  Function 

wächst,   wenn   das   positive  x  von  Null  an  wächst,   kann  sie  nur  für 
einen  Werth  gleich  f  werden.     Daher  ist  im  Falle  (1)  nur  eine 
positive  Wurzel  möglich. 
Die  Function 

nimmt  zuerst  ab,  wenn  x  von  Null  an  wächst^  erreicht  ihr  Minimum 
für  X  =  X,  wobei 


^=V-, 


m  -\-  n 
und  wächst  von  da  an  beständig.     Der  Minimalwerth  h  ist 

m  -{-  n  m 

7  —r~     (     in     \—         n 

Ä;  =  —  e   "     •    : — )« i 

\m  -j-  nj        m-\-  n 

Daraus  folgt,  dass  im  2.  Falle  eine  positive  Wurzel  vorhanden 
ist,  die  grösser  als  X  ist.  Im  3.  Falle  hat  man  keine  posi- 
tive Wurzel,  wenn  — f<i^>^,  dagegen  zwei  Wurzeln,  wenn 
—  f^  Je  und  von  diesen  ist  die  eine  kleiner,  die  andere  grösser  als  X. 
Wenn  endlich  f^^Jc^  hat  man  zwei  gleiche  Wurzeln,  die  beide 
=  X  sind. 

Die  Bedingung  —  f^J(^  schreibt  sich 
f   ^e  ^ 


Im  Ganzen  können  also  höchstens  drei  reelle  Wurzeln  existiren. 

Die  Aufsuchung  der  positiven  Wurzeln  kann  mit  Hilfe  der  Ad- 
ditions-  und  Subtractionslogarithmen  geschehen.  Das  Verfahren  ge- 
staltet sich  verschieden  nach  den  Tafeln  der  Gauss'schen  Logarithmen, 
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die  zu  Gebote  stehen.  Gauss  selbst  benutzt  seine  Tafel  für  die  Ä 
und  B,  die  durch  die  Gleichung 

10«  =  1  -f  10-^ 

verbunden  sind.  Mit  dieser  Gleichung  wird  dann  die  gegebene  ver- 
glichen und  so  eine  zu  erfüllende  Beziehung  zwischen  den  A  und  B 
hergestellt. 

Hier  sollen   die  Formeln   nur  für  die  Benutzung  der  Wittstein- 
schen  Tafeln  entwickelt  werden. 

Bei  Wittstein  besteht  zwischen  Ä   und  B  die  Beziehung 
10^=  1  -}-  10^. 

Bei  der  ersten  Form  der  trinomischen  Gleichung 
schreibt  man  dann 

und  setzt 

A  =  —  nlogx  -\-\oge,       B  =  logf  —  {m  -\-  n)  log x, 

woraus 

(1)  (w  +  w)J.-nB  =  — logA,       loga;  =  ^-^^^, 

wenn  man,  wie  im  folgenden  stets,  A  =   ^^  .  ^  setzt. 
Bei  der  zweiten  Form 

a;f«  +  n  e^m  /"  =  0 

schreibt  man  zunächst 

=    1  +   4^'% 


f  '       f 

setzt  dann 

^  =  log  e  —  log  /■  +  m  log  X, 

J?  =  —  log/"  +  (wi  +  n)  log X 
mit 

(2)  (m  +  n)A-  mB  =  -  log  A,       log o;  =  ^^^^- 

Schreibt  man  im  ersten  und  zweiten  Falle  die  zu  lösende  Glei- 
chung A  —  ^B  =  k  mit  ^  <  1,  so  sieht  man,  dass  nur  eine  Wurzel 
A  existiren  kann,  weil  die  Ableitung  der  Function  A  —  filog(l  -f-  10-^) 

10"^ 
gleich  1  —  ft 2  beständig  positiv  ist  und  die  Function  also  von 

—  Oü  bis  -f-  oo  wächst,  wenn  A  von  —  oo  nach  -}-  (x>  geht. 
Bei  der  dritten  Form  endlich 


fin  -f-  n  


ex"'  +  A  =  0 
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schreibt  man 


TO  +  7I 


setzt  dann 

A=^  (m  -\-  n)  loga:  —  log/", 

B  =  log e  —  log/'  -f-  wi  logic, 
woraus  die  Beziehung 

(3)  mA  -  (m  +  n)  B  =  log  l,       logrr  =  ^'^^ 
folgt.     Man  kann  aber  auch  die  Gleichung 

schreiben.     Dann  hat  man  zu  setzen 

A  =  log  f  —  {m  -j-  n)  log  x 

B  =  log  e  —  n  log  a; 
und  es  muss 

(4)  nA-  (m  -\-n)B  =  log  A,       log :r  =  ^^|/^ 

sein. 

Schreibt  man  auch  hier  A  —  ^iB  =  l;  so  ist  /Li  >  1.  Die  Func- 
tion links  hat  ein  Maximum  für  A  =  log  —   bei  Gleichung  (3),   und 

für  A  =  log  —    bei    Gleichung    (4)    und    der    Maximalwerth    ist    in 
beiden  Fällen 

in  log  in  -f-  n  log  n  —  (m  -f-  *0  log  {ni  -\-  n) . 

Man  wird  die  Gleichung  (3)  anwenden,  wenn  m  >  n,  die  Glei- 
chung (4),  wenn  m  <  n  ist. 

Bei  der  Gauss'schen  Behau dluugs weise  ist  der  Vortheil,  dass  das 
dort  benutzte  B  stets  klein  ist.  Wenn  A  von  0  bis  3  wächst,  geht 
B  von  0,301  bis  0,000.  Ein  Nachtheil  sind  dagegen  die  fünf  ver- 
schiedenen Fälle,  die  zu  unterscheiden  sind.  Bei  der  sich  an  Witt- 
stein anschliessenden,  wie  sie  besonders  von  Gundelfinger  ausgearbeitet 
wurde,  hat  man  dagegen  in  dieser  Hinsicht  gi'osse  Übersichtlichkeit. 
Ausserdem  hat  Gundelfinger  in  dem  Werkchen  „Tafeln  zur  Bo'ech- 
ming  der  reellen  Wurzeln  sämmtUcher  trinomischer  Gleichungen  u.  s.  w." 
Leipzig  1897,  Tafeln  gegeben,  die  direct  den  Werth  von  A  —  ^B 
bezw.  B  —  ^A  ergeben  und  zwar  von  A  =  7,0  —  10  an  bis  zu 
A  =  3,0  mit  dem  Intervall  von  0,1  und  für  die  Werthe  ft  =  0,  0,05, 
0,10,  0,15,  •  •  •    bis    zu    /it  =  1,00,    bei    A  —  fiB,    und    für    ft  =  0, 
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0,025^  •  •  •  bis  0,50  im  zweiten  Falle.  Mau  kann  also,  wenn  fi  einen 
dieser  Werthe  hat,  durch  einen  Blick  in  die  Tafel  sofort  sehen, 
zwischen  welchen  Zahlen  das  gesuchte  Ä  gelegen  ist.  Ist  ^  keinem 
der  fraglichen  Werthe  gleich,  so  hat  man  eine  kleine  Interpolation 
zu  machen. 

Hat  man  diese  Tafeln  nicht  zur  Hand,  so  mache  man  sich  eine 
kleine  Tafel  der  Ä  und  B,  in  der  Ä  von  7,0  —  10  bis  zu  3,0  mit 
dem  Intervalle  0,1  fortschreitet,  während  B  auf  drei  Decimalstellen 
gegeben  ist.  Bei  drei  Decimalstellen  ist  für  J.  <  7,0  —  10  B  =  0 
und  für  Ä  >  3,0  B  =  A.  In  den  Wittstein'schen  Tafeln  findet  sich 
auf  Seite  127  eine  kleine  Tafel  derart,  die  mit  dem  Intervall  0,01 
fortschreitet.  Man  kann  dann  leicht  durch  Probiren  erkennen,  zwischen 
welchen  Zahlen  Ä  gelegen  ist. 

In  der  Gauss'schen  Anordnung  hat  man  eine  solche  Tafel  in 
Gauss'  Werken,  Band  3  Seite  192. 

Ob  man  die  Gauss'schen  oder  die  Wittstein'schen  Tafeln  an- 
wendet, die  Lösung  der  Gleichung  zwischen  Ä  und  B  erfolgt  durch 
Probiren.  Bei  Tafeln  mit  nur  etwa  drei  Stelleu  kann  man  mit  einem 
Blick  entscheiden,  wo  das  gesuchte  Ä  liegt.  Bei  umfangreicheren 
Tafeln  wäre  das  Probiren  schon  schwieriger  und  umständlicher,  wenn 
es  nicht  passend  geleitet  würde. 


§  68.    Die  Regula  falsi. 

Die  systematische  Durchsuchung  eines  Intervalles,  und  die  weitere 
Ausfeilung  des  gefimdenen  Werthes,  geschieht  durch  eine  Methode, 
die  im  ganzen  Gebiete  der  näherungsweisen  Auflösung  von  Glei- 
chungen von  vielfacher  Anwendung  ist,  nämlif^-h  durch  die  Regula  falsi. 

Wenn  f(cc)  eine  stetige  Func- 
tion von  X  ist  —  und  nur  mit 
solchen  hat  man  es  ja  fast  aus- 
schliesslich in  praxi  zu  thun  —  von 
der  man  weiss,  dass  sie  für  x  =  a 
und  für  x  =  h  Werthe  mit  ent- 
gegengesetztem Zeichen  annimmt,  so 
muss  zwischen  a  und  h  ein  Werth 
Xq  liegen,  für  den  f{x^  =  0  ist. 
Oder  in  geometrischem  Gewand:    die  Fig.  12. 

durch     y  =  f{x)    dargestellte    Cui-ve 

muss  in  dem  Stück  a  ■  ■  ■  h  der  a:-Axe  diese  in  S  schneiden  (Figur  12). 
Wenn  man  .nun  die  beiden  Punkte  Ä  und  B  der  Curve  durch  eine 
Gerade  verbindet,  so  trifft  diese  die  a;-Axe  in  einem  Punkte  T,  der 
näher  bei  S  liegt  als    die   Punkte  a   oder  h.     Es  kann  freilich  auch 
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anders  sein,  wie  Figur  13   zeigt,   aber  dann  wird   T  wenigstens  näher 
bei  S  liegen  als  der  Punkt  h. 

Die  Gleichung  der  Linie  AB  ist 

und  für  die  Abscisse  |  des  Punktes  T 
findet  sich  also 

h  —  a 


l  —  a 


f(a) 


f{h)-f{ay 


Fig.  13 


oder  man  hat,  um  |  zu  erhalten,  an 
a  die,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen 
zu  berechnende,  Correction 


f(b)-f{a) 


anzubringen  und  zwar  mit  solchem  Zeichen,  dass  der  corrigii-te  Werth 
zwischen  a  und  h  liegt. 

Nehmen    wir  an,    die  Function  lasse  in   der  Nähe  von  a;^  eine 
Entwickelung  nach  dem  Taylor'schen  Satze  zu,  so  ist 

m  =  Q>-  ^o)/"  W  +  ^-^^^  f'M  +  •  •  • , 


b  —  a    ~i  "^^o;  -f-        . 


2x, 


-V"W  + 


Ist  also  f'{x^  =[=  0,  so  wird  näherungsweise 

fc  r  iß  —  ^aY  f" {^o)~\  Fl        h  A-  a  —  2x^  /""(«o)1 


—  a 


a-\- 


(a  —  a-p)  (&  —  xj     f"{x^) 
2  ■  /"K) 


Den  Fehler,  den  man  begeht,  indem  man  |  für  Xq  nimmt,  kann 
(a-x,){b-x,)  Qx^  I  ^^^^^^^^^^     j)gj.     ^g  ^g  ^gj.ti^ 

von  I  (a  —  Xq)  (h  —  Xq)\,  wenn  Xq  zwischen  a  und  h  variirt,  ist  - — v— ^  , 


man  also  durch 


also  jener  Fehler  etwa  \.,     " 


f'i^o) 


,  in  Übereinstimmung  mit  dem 


Resultate,    das  eine   analoge    Untersuchung  früher  in   §  37   gegeben 
hatte. 

Ist  /"(^o)  klein,  bewegt  man  sich  also  in  der  Nähe  eines  Maxi- 
mums oder  Minimums,  so  kann  hienach  die  Annäherung  etwas  be- 
einträchtigt sein. 
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Man  könnte  denken,   dass  ein   anderer  Werth  von  |  z.  B.  "  T^ 

ebenso  gut  eine  Annäherung  an  a\j  gäbe  wie  der  oben  gefundene.  In 
der  That  ist  dies  auch  bei  einer  Function,  wie  sie  durch  die  zweite 
Figur  dargestellt  wird,  der  Fall.  Wenn  aber  in  den  Grenzen  der  be- 
nutzten Genauigkeit  fix)  durch  die  lineare  Function  {x  —  ^o)/'(-^o) 
gegeben  wird,  so  liefert  in  diesen  Grenzen  das  obige  ^  wirklich  Null, 

das  j-  =  — - —  dagegen  einen  von  Null  merklich  verschiedenen  Werth. 

Die  Regula  falsi  hat  vor  andern  Näherungsmethoden,  z.  B.  der 
Newton'schen  den  Vortheil  voraas,  dass  man,  um  sie  anwenden  zu 
können,  die  Function  f{x)  selbst  gar  nicht  zu  kennen  braucht,  so 
dass  sie  auch  bei  ganz  empirisch  gegebeneu  Zusammenhängen  mit 
Vortheil  benutzt  werden  kann. 

So  kann  man  sie  z.  B.  anwenden  zur  Regulirung  einer  Uhr, 
indem  man  unter  x  die  Zahl  versteht,  die  die  Stellung  des  Zeigers 
angibt,  welcher  die  Spannung  der  Unruhefeder  regelt,  und  unter  f(x) 
die  Anzahl  Secunden,  die  die  Uhr  gegen  eine  Normaluhr  vorgeht, 
oder  die  negative  Zahl  von  Secunden,  wenn  sie  nachgeht. 

Hat  man  den  Werth  ^  gefunden,  so  berechnet  man  f(^)  und 
combinirt  diesen  Werth  mit  f(a)  oder  mit  f(h),  je  nachdem  der  erste 
oder  zweite  mit  /'(| )  entgegengesetztes  Zeichen  hat,  wieder  nach  der 
nämlichen  Methode.  Oder  man  berechnet  mit  einem  anderen  Argu- 
ment ri  einen  Werth  /"(^),  indem  man  rj  so  wählt,  dass  es  nahe  bei 
I  liegt,  aber  fd])  mit  /'(|)  entgegengesetztes  Zeichen  erhält.  Dabei 
kann  man  freilich  unter  Umständen  einige  Male  vergeblich  rechnen, 
da  man  eben  das  rj  nur  aufs  Gerathewohl  annehmen  kann.  Man 
wird  es  aber  eben  deshalb,  wenn  möglich,  so  wählen,  dass  die  Rech- 
nung etwas  vereinfacht  wird. 

Auf  diese  Werthe  von  ^  und  r/  gründet  man  dann  wieder  eine 
Rechnung  nach  der  Regula  falsi  und  fährt  in  der  angedeuteten  Weise 
fort,  bis  man  eine  hinreichende  Annäherung  erreicht  hat.  Da  hierbei 
der  gesuchte  Werth  stets  zwischen  zwei  anderen  eingeschlossen  wird, 
hat   man   auch   eine  Schätzuncr  für  die  ihm  anhaftende  Unsicherheit. 


§  69.    Beispiel. 
Sei  die  Gleichung 

x^-\-Sx  =  [4,372334-4] 

aufzulösen,'  wo  die  Klammer  für  luun  log  steht,  wie  man  diese  Be- 
zeichnung in  der  astronomischen  und  geodätischen  Praxis  häutig  an- 
wendet.    Man  hat  hier  den  ersten  Fall,  also 

LUroth,   numerisches  Rechneu.  12 
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^  =  0,4771213  — 2  logx, 
_B  =  4,3723344  — 3  log  a; 


und  es  muss 


^Ä  —  2B  =  22,6866951  —  30 


werden.  Dabei  ist  die  rechte  Seite  mit  dein  Subtrahenden  30  ge- 
schrieben, weil  in  den  Tafeln  das  Argument  Ä,  wenn  es  negativ  ist, 
als  Differenz  zwischen  einer  Zahl,  die  kleiner  als  zehn  ist  und  zehn 
angesetzt  ist. 

Die  dreistellige  Tafel  zeigt  nun,  dass  Ä  nahe  =  7,56  — 10  ist. 

In  der  That  hat  man 

A  B  SA  —  2B  Fehler 

7^560  —  10     0,002  22,676  —  30      —11 

7,570  —  10     0,002  22,706  —  30      +19 

In  der  Rubrik  Fehler  ist  die  Differenz:  berechneter  Werth  minus 
dem  Sollwerth  22,687  —  30  in  Einheiten  der  dritten  Decimale  an- 
gegeben.   Um  den  Fehler  —  11  fortzuschaffen,  muss  man  7,560 — 10 

um   10  •  — r  =  3  vermehren,  wodurch  man  den  genaueren  Näherungs- 

werth  7,563  —  10  erhält.  Wenn  man  nun  fünfstellig  weiter  rechnet, 
so  hat  man 

A  B  3A  —  2B  Fehler 

7,56300  —  10      0,00158  22,68584  —  30      —    86  •  10-^ 

7,56400  —  10      0,001.59  22,68882  —  30      +212-10-5 

Daher  ist  der  erste  Werth  von  Ä  zu  corrigiren  um  100  •  x^  =  28 
Einheiten  der  fünften  Stelle,  womit  Ä  =  7,56328  —  10  folgt. 
Endlich  rechnet  man  nun  siebenstellig 

A  B  3A  —  2B  Fehler 

7,5632800  —  10     0,0015859  22,6866682  —  30     —  269  •  10-^ 

7,5632900  —  10     0,0015860  22,6866980  —  30      +    29  •  10-^ 

100  •  29 
Daher  ist  der  zweite  Wei-th  von  Ä  um  =^  10  zu  verkleinem. 

Der  genaue  Werth  von  A  ist  also  =  7,5632890  —  10.  Indessen 
braucht  man  diesen  nicht,  wenn  man  nur  x  berechnen  will.  Denn 
es  ist 

3\ogx  =  log  f—B^  4,3723344  —  0,0015860 

=  4,3707484 
loga;=  1,4569161. 


§  69 — 70.]  Die  trinomischen  Gleichungen.  179 

Man  könnte  auch  rechnen 

2  loga:  =  0,4771213  —  Ä=  10,4771213  —  7,5032890 
=  2,9138323 
log  a:=  1,4569161 
wie  oben. 

Eine  negative  Wurzel  hat  die  vorgelegte  Gleichung  nicht. 

§  70.    Substitutionsmethode. 

Eine  andere  Methode,  die  manchmal  rascher  zum  Ziele  führt, 
beruht  auf  einem  Verfahren  der  Iteration,  das  ebenfalls  einer  all- 
gemeineren Anwendung  fähig  ist. 

Es  sei  (px  eine  stetige  Function  von  x.  Es  sei  für  einen  Werth 
Xq  von  X,  g'.To  >  Xq,  und  die  Ableitung  <p'x  stets  >  0.  Endlich  sei  be- 
kannt, dass  ein  Werth  «  >  a;^  existire,  für  den  die  Gleichung  a  =  (p  («) 
gelte. 

Man  rechne  nun  die  folgende  Kette  von  Grössen 

x^  =  (pXQj 
X.^  =  (pXj^, 

Dann  folgt,  weil  «  >  j^,  (pa  >  (px^,  d.  h.  a^x^.  Daher  ist  wieder 
qpa  >  q)X^,  also  «  >  x.^  u.  s.  w.  Die  Zahlen  Xq,  x^,  x^,  •  •  ■  bleiben 
also  alle  <  a.  Andererseits  ist,  weil  Xq  —  qpiCo  <  0,  x^^  Xq.  Daher 
weiter  (px^  >  g)XQ  oder  x.2  >  x\',  dann  <px^^  tpx^^,  d.  h.  iCg  >  x^  u.  s.  w. 
Somit  wachsen  die  Xq,  a\,  x.^,-  ■  ■  beständig  und  da  sie  <a  bleiben, 
nähern  sie  sich  einer  Grenze  §.  Es  sei  j^  so  genommen  zu  einem 
gewählten  positiven  ö,  dass  für  n^p,  a:„  >  |  —  d.  Dann  ist 
x,i^i  =  (pXn  ZU  schreiben  |  —  sd  ^=  <p(^  —  «'(5),  wo  e  und  s'  echte 
Brüche.  Weil  aber  die  Function  q)  stetig  ist,  ist  (p{i,  —  s  d)  =  (p{^)  —  ^, 
wo  t,  mit  d  beliebig  klein  wird.  Folglich  hat  man  |  =  gj(|)  -j-  V, 
wo  ^'  mit  d  beliebig  klein  ist.  Das  heisst  aber  ^  =  qo(§).  Es  kann 
dabei  ^  =  a,  oder  aber  auch  <  a  sein. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  sich  absteigend  einer  Wurzel 
nähern,  wenn  man  von  einem  Werthe  a:„  ausgeht,  für  den  x^  >  q)X(^  ist. 

Über  die  Raschheit  der  Annäherung  kann  man  folgende  Über- 
legung anstellen.  Es  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Differential- 
rechnung 

cpx^  —  9?a'i  =  g)'{x^ ,  x^ )  {x»  —  :r,), 

12* 
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wo  (x^,  X2)  einen  Zwischen wei-tli  zwischen  x^  und  x^  bezeichnet.    Diese 
Gleichung  schreibt  sich  aber 

X^  X.2  ==  (p  {^i)  ^2)  v^i  "^l/f 

und  ähnlich  ist 

X^  ■       X^  =  tp  (x.2}  "^3)  V-^S  "^2/; 


Wenn  also  die  Ableitung  g)'  zwischen  x^  und  a  stets  kleiner 
bleibt  als  ein  echter  Bruch  v,  so  ergibt  sich  eine  Convergenz  des 
Verfahrens,  die  der  Convergenz  einer  geometrischen  Reihe  mit  dem 
Quotienten  v  vergleichbar  ist. 

Für  die  hier  vorliegende  Aufgabe  hat  man  die  Gleichung 

^  =  c_f_^log(l  +  10-'). 
Die  Function  q){x)  ist  also  hier  =  ^log(l  -)-  10^);  g)'(x)^fi 


1  +  10^ 

ist  immer  <  fi,  so  dass  die  eben  definirte  Zahl  v  hier  =  fi  ist.     Ist 
c  >  0,  so   ist  <p(P)  >  0,  daher  sind   alle  unsere  Bedingungen  erfüllt 
und  man  kann  in  aufsteigender  Weise  rechnen.     Ist  c  <  0,  so  ist  in 
entsprechender  Weise  eine  absteigende  Rechnung  durchzuführen. 
Bei  der  dritten  Gleichungsform  hat  man 

B=c-{-  (i  log (10^—  1), 

so  dass   q){x)  =  (i  log (10^  —  1),    <p\x)  =  fi  -^ >  0  ist  und  folg- 
lich auch  hier  die  Rechnung  anwendbar  bleibt. 
Sei  z.  B.  die  Gleichung 

x'^  +  28;r*  =  480 

aufzulösen.     Hier  hat  man    e  =^  28,   /"=  480,    ni  -\-  n  =  1 ,   m  =  4, 
w  =  3.     Man  findet 

log  ^  =  2,0863824 
und  hat  demnach  die  Gleichung 

^  — yJ5=  0,2980546 
zu  erfüllen. 

Beginnt   man    mit     A  =  0,2980546,    so    folgt    B  =  0,4751600, 
^  =  0,2036400,  also   der  neue  Werth  von    A  =  0,5016946,    wozu 

JB  =  0,6206191,    ^  =  0,2659796  mit  dem  dritten  Näherungswerth 
0,5640342   von   A.     Indem   man    so  fortfährt,    findet    man,   nach    im 
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Ganzen     14    Operationen,    Ä  =  0,5952985     mit     B  =  0,6935693, 
^  =  0,2972440  und  dem  nächsten  Werth  0,5952986  von  Ä.    Daher 

ist  bei   sieben  Decimalen   die   Rechnung  vollendet.     Die   Convergenz 

3 
des  Verfahrens  ist  schlecht,  weil  ^  =  —  nicht  gerade  klein  ist.     Die 

Regula  falsi  hätte  rascher  zum  Ziele  geführt. 

Um   auch   die   negativen  Wurzeln   der   vorgelegten  Gleichung  zu 
finden,  setzen  wir  —  y  für  x,  wodurch 

y^  —  2Si/  =  —  480 
entsteht,  die  der  dritten  Form  angehört,  und  auf 

4:Ä  —  'iB=  7,9136176  —  10 
oder  auf 

SA  —  1B=  7,0136176  —  10 

führt.     Wenn  man   mit  der  zweiten  rechnet,   so  bildet  man  zunächst 
die  Tafel 


Ä 

B 

3A- 

IB 

Fehler  gegen 
7,913  —  10 

7  - 

-10 

0,000 

1 

—  10 

—  6,913 

8 

-10 

0,004 

3,072 

-  10 

—  4,841 

9 

-  10 

0,041 

6,713 

-  10 

—  1,200 

0 

0,301 

7,893 

-  10 

—  0,020 

1 

1,041 

5,713 

-  10 

—  2,200 

2 

2,004 

1,972 

—  10 

—  5,041 

3 

3,000 

8,000  - 

-20 

+  0,087  - 

10 

Die  beiden  Wurzeln  liegen  also  zwischen  —  1  und  -|-  1,  die  eine 

3 
ist  >  log  —  =  9,875  —  10,  die  andere  kleiner.    Wenn  man  die  zweite 

näher  berechnen  will,  so  rechnet  man  von  A  =  9,8  —  10  ausgehend 

A                   B                      SA  —  IB  Fehler 

9,8  —  10  0,2124  7,9132  —  10  —  0,0004; 
dagegen  liefert 

9^0  _  10  0,2539  7,9227  —  lu  +  0,0091 

Die  Correction  ist  hier  —  •  10~-,  d.  h.  Ä  ist  zwischen  9,80  und  9,81 
zu  suchen. 

Die  Fortsetzung    der    Rechnung   führt    dann   für  Ä  =  9,S0   den 
Fehler   —  0,0004,  für  9,81  den  Fehler  +  0,0023  mit  sich,  die  eine 

Änderung  von  -_  Einheiten  der   dritten  Decimale   erfordern,  so   dass 

A  etwa  =  9,8015  —  10  ist.      Der   Werth    9,801    führt    zum    Fehler 
—  0,00043,  der  Werth  9,802  aber  zum  Fehler  —  0,00016,  so  dass  9,802 
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noch  zu    klein    ist.      Rechnet    man    mit   9,803,    so    erhält   man    den 

Fehler   -|- ^POOll.     Man  hat  also   die  Correction   —  =  4  Einheiten 

der  vierten  Decimale. 

Die  weitere  Rechnung  ist  dann 


A 

9,80260 


B 


3A 


B 


10  0,21345 
9,80250  —  10  0,21341 


29,40780  —  30 

1,49415 
27,91365  —  30 

29,40750  —  30 
1,49387 


Fehler 


+  0,0003 


27,91363  —  30     +  0,0001 

Der  Werth  A  =  9,80250  ist  daher  so  genau,  als  er  mit  fünf  Stellen 

gefunden  werden  kann.     Rechnet  man  nun  siebenstellig,   so  hat  man 

folgendes 

3A—7B 


A  B 

9,80250     0,2134115 

0,80249     0,2134076 


29,4075000 

1,4938805 

27,9136195 

29,4074700 

1,4938532 

27,9136168 


Fehler 
+  0,0000019 


—  0,0000008 


Die    Correction    beträgt  nun    100  •  --  =  30    Einheiten    der    siebenten 
Stelle,  so  dass  Ä  =  9,8024930  —  10  ein  genauerer  Werth  ist.    In  der 


That  findet  sich 

A 

B 

3A  —  7B 

Fehler 

9,8024930 

0,2134088 

29,4074790 

1,4938616 

27,9136174 

—  0,0000002 

9,8024929 

0,2134084 

29,4074787 

1,4938588 

27,9136199 

+  0,0000023 

Daher  ist  A  =  9,0824930  him-eichend  genau. 

Man  findet  damit 

log  y  =  i.{  2,6812412  — 

9,8024930  +  10 } 

=  ^  ■  2,8787482 

=  0,4112497. 

Der  Umstand,  dass  der  Werth  von  A  nahe  beim  Minimum  ge- 
legen ist,  macht  sich  hier  dadurch  bemerkbar,  dass  die  Annäherungen 
etwas  langsamer  convergiren  als  beim  früheren  Beispiel. 
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§  71.    Die  complexen  "Wurzeln. 

Bei  den  trinomischen  Gleichungen  kann  man  auch  ohne  allzu 
weitläufige  Rechnungen  die  complexen  Wurzeln  finden,  selbst  in  dem 
Falle,  dass  die  Coefficienten  complexe  Zahlen  sind. 

Ist  nämlich  x  =  r(cos()  -|-  i  sin^))  eine  Wurzel  der  Gleichung 

3:^+"  +  e(cos  f  4"  ^  sin  £)x^  -|-  /"(cos  fp  -\-  i  sin  tp)  =  0, 
so  folgen  durch  Eintragen  die  Gleichungen 

r^+"  cos (m  -\-  n)Q  -\-  r"'e  cos (iwp  -|-  f)  -f-  /'cos ^  =  0, 

aus  denen  zunächst  die  Gleichungen 

^m+n  ^  fsindnQ  +  s-tp) 
sin  {HQ  —  s) 

^  ^„,  ^  _  f  sin  {im  +  w)  e  —  qp) 

e  sin  («e  —  f) 
und  dann 

^n  ^  f  sin  (w  e  4-  f  —  qp) 

sin  ((;«  4"  ^)  P  —  9)) 
folgen.     Durch  Elimination  von  r  entsteht  weiter,  wenn  man  wie  im 
§67 

setzt, 

(2)  A  =  (—  1)"'  +  "  ^^°"'("^g  +  ^  —  qp)sin"(ne  — f)  _ 

^  ^  '  sin'" +"((»»  4- n)  9 -(p) 

Aus  dieser  transceudenten  Gleichung  bestimmt  man  durch  Ver- 
suche den  oder  die  Werthe  von  q.  Hat  man  einen  gefunden,  so 
ergibt  die  Gleichung  (1)  den  zugehörigen  Werth  von  r  und  damit 
ist  X  gefunden. 

Gewöhnlich  pflegt  man  in  der  Normalform  einer  complexen  Zahl 
r(cos  Q  -\-  i  sin  q)  den  absoluten  Werth  r  positiv  anzunehmen  und 
dann  q  zwischen  0'^  und  BöC  zu  wählen.  Diese  Annahme  ist  hier 
nicht  vortheilhaft,  weil  dann  durch  die  Gleichungen  (1)  dem  Winkel  q 
von  vornherein  Schranken  auferlegt  würden.  Man  wird  hier  (nach 
dem  Vorgang  von  Gauss)  besser  q  zwischen  0"  und  IJ^O"  wählen  und 
dafür  auch  negative  Werthe  von  r  zulassen.  Man  erreicht  dadurch 
den.selben  Werthumfang  wie  früher.  Denn  ist  q  =  180"  -{-  q',  und  q' 
zwischen  0"  und  ISO**,  so  ist 

r(cos  (180"  +  q')  +  i  sin  (180"  -f  ()')  =  (—  r){cos  q'  -\-  i  sin  q'). 

Dafür  fällt  aber  die  Beschränkung  weg,  dass  die  rechte  Seite 
der  Gleichungen  (1)  >  0  sein  müsse. 
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Da  e  und  /'  positiv  sind,  so  gilt  das  gleiche  von  l.  Daher  ist 
Q  in  denjenigen  Theilen  des  Bereichs  0°  •  ■  •  180*^  zu  suchen,  für 
die  die  rechte  Seite  von  (2)  >  0  ist.  Diese  Theile  werden  von  den 
andern,  in  welchen  die  Function  <  0  ist,  durch  die  Werthe  geschieden, 
für  welche  die  Function  0  oder  oo  wird  und  diese  wieder  machen 
das  Argument  einer  der  Sinusfunctionen  einem  Vielfachen  von  180" 
gleich. 

Wenn  die  Coefficienten  der  Gleichung  reell  sind,  gehört  zu  jeder 
Wurzel  eine  conjugirte,  d.  h.  zu  jedem  q  gehört  ein  zweites  ISO"  —  q, 
das  r(cos  q  —  i  sin  q)  liefert.  Dann  braucht  man  also  nur  q  auf  das 
Intervall  0"  •  •  •   90**  zu  beschränken. 

Sei  z.  B.  die  Gleichung: 

T>  +  3 (cos  20"  -f  i  sin  20'')x^  +  5 (cos  150«  +  i  sin  150»)  =0 

zu  behandeln. 

Man  hat  dann  m  =  3,  7i  =  2,  e  =  20",  ^  =  150" 

e  =  3,   f=o,    A  =  - 

und  es  ist  dann  die  Gleichung 

sin^'  (3  (J  —  130»)  sin^  (2  p  —  20«) 
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(3) 


=  -fXQ) 


sin^(5p  —  150") 
aufzulösen. 

Es  verschwindet  sin (3 9— 130")  für  q  =  43%'',  10373",  IßSy. 
sin  (2  9  —  20")  für  q  =  10"  und  100",  sin(5()  —  150")  für  q  =  30", 
66",  102",  138",  174".  Für  die  Zeichen  construirt  man  sich  dann  die 
TabeUe: 


0. 
3  ) 


9 

sin^  {3q—  130) 

sin^  (2  9  —  20) 

sin^  (5(>—  150) 

m 

0 

— 

+ 

— 

+ 

10 

— 

0 

— 

0 

30 

— 

+ 

0 

+ 
00 

43% 

0 

+ 

+ 

0 

66 

+ 

+ 

0 

+ 
00 

100 

+ 

0 

— 

0 

102 

+ 

+ 

0 

OÜ 

103  V, 

0 

+ 

+ 

+ 

0 

138 

■  — 

+ 

0 

00 

lesy. 

0 

+ 

— 

+ 
0 

174 

+ 

+ 

0 

^ 

180 

+  i 
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1H5 


O'  10'  30 


tox 

100 


\ 


\ 


ISO 


Fig.  14. 


Die  Übersicht  wird  erleichtert  durch  die  in  Figur  14  gegebene 
graphische  Darstellung  der  Function  /"(p),  die  natürlich  im  Ganzen, 
aber  besonders  auch  in 
der  Nähe  von  q  =  100" 
nur  schematisch  ist. 

Da  in  der  Xähe  von 
9  =  10"  und  p  =  lOO«' 
weder  sin»  (3  q  —  130») 
noch  sin^  (5  ()  —  150") 
sein  Zeichen  ändert,  wäh- 
rend doch  /"(())  für  diese 
beiden  Werthe  verschwin- 
det, muss  die  Curve  für 
q  =  10"  und  Q  =  100"  die  Abscissenaxe  berühren.  Da  —  A  <  0  ist, 
so  sieht  man  aus  der  Tabelle  oder  der  Zeichnung,  dass  je  eine  von 
den  Wurzeln  der  Gleichung  (3)  liegt  zwischen  30"  und  43",  66"  und 
100",  100"  und  102",  103"  imd  138",  163"  und  174".  Die  Auflösung 
selbst  erfolgt  nun  nähenmgsweise  mit   der  Regula  falsi. 

Für  die  zwischen  30"  und  43"  liegende  Wurzel  mögen  hier  die 
Hauptstadien  der  Rechnung  folgen.  Die  Ausrechnung  von  A  liefert 
die  Gleichung 

3  log  sin  (Sq  —  130")  +  2  log  sin  (2  p  —  20")  —  5  log  sin  [öq  —  150") 

=  9,0123337„  — 10 

der  Überschuss  der  linken  Seite  über  9,012  •  •  •  werde  als  Fehler  be- 
zeichnet. 

Man  findet  dann  für  q  =  40"  mit  drei  Decimalstellen  den  Fehler 

—  0,836.  Die  Figur  zeigt,  dass  40"  zu  gross  ist.  Für  q  =  35" 
ergab  sich  der  Fehler  0,516.  Die  Regula  falsi  liefert  also  eine  Cor- 
rection  von  etwa  2",  so  dass  man  q  =  38"  nehmen  wird.  Dieser  Werth 
ergibt  den  Fehler  -j-  0,106,  während  q  =  39"  den  Fehler  —  1,350 
ergibt.  Beide  Resultate  zusammen  zeigen,  dass  der  erste  Werth  von 
Q  um  etwa  4'  zu  vergrössern  ist.  Um  aber  bei  vierstelligen  Loga- 
rithmen die  Interpolation  zu  vermeiden,  wurde  mit  38"  10'  gerechnet, 
was    den    Fehler   0,0315    ergab,    und    mit    38"  20',    was    den    Fehler 

—  0,0429  und  die  Correction  4'  nach  sich  zog.  Die  weiteren  Rech- 
nungsresultate ergibt  dann  die  Tabelle. 


9 

38"  14' 
38"  15' 

38"  14'  14" 
38"  14'  15" 


Fehler 

0,00 1«0 

—  0,00563 

0,000  o3r;o 

—  0,000  0880 


Correction  14' 


Correction  0",20 
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Mit  dem  so  gefundenen  Werth  von  q  hat  man  dann 

3()  —  130«  =  —  15«  17'  17",13        3  log  sin  =  8,2631950, 
2p—    20«=       56«28"28",58       2  log  sin  =  9,8419582 

8,1051532„ 

öp— 150«  =  41«11'11",45        5  log  sin  =  9,0928195 

log  /•(())  =  9,0123337„ 

was  dem  gegebenen  log  ( —  X)  genau  gleich  ist. 

Die  beiden  Gleichungen  (1)  ergeben  übereinstimmend 

log  r  =  0,03981 12„. 


■     §  72.    Benutztmg  der  logaritlimischeii  Differenzen. 

Eine  andere  Annäherungsmethode  ist  die  sog.  Newton'sche.  Ist  | 
ein  Näherungswerth  für  das  .r^,,  für  welches  /'(a:^)  =  0  ist,  und  ist  a 
so  nahe  bei  Xq,  dass  man  in  den  Grenzen  der  gewünschten  Genauig- 
keit die  Taylor'sche  Entwickelung  von  /"(^o)  nach  Potenzen  von 
Xq  —  I  auf  die  beiden  ersten  Glieder  reduciren,  also  sozusagen  linear 
rechnen  kann,  so  hat  man 

f(x,)  =  0  =  f(^)  +  {x,  -  WW, 
woraus 

Bei  der  Anwendung  dieser  Methode  ergibt  sich  der  Nachtheil, 
dass  erst  f'(x)  gebildet  und  dann  für  x  =  |  berechnet  werden  muss. 
Beide  Operationen  sind  nicht  immer  ganz  einfach.  Man  kann  sie 
unter  Umständen  mit  Vortheil  durch  ein  anderes  Verfahren  ersetzen. 
Wenn  man  nämlich  /"(!)  mit  Benutzung  einer  Tafel  zu  berechnen  hat, 
so  kann  man  bei  Entnehmen  einer  Zahl  aus  der  Tafel  sogleich  die 
Änderung  notiren,  die  der  Tafelwerth  erleidet,  wenn  das  Argument 
sich  um  eine  Einheit  ändert.  Liegt  nämlich  |  zwischen  den  Argumenten 
ö  und  a  -{-  h  der  Tafel,  die  wie  gewöhnlich  so  nahe  bei  einander 
sind,  dass  eine  lineare  Intei"polation  angeht,  so  hat  man  bei  im- 
bestimmtem kleinem  s 

f(a  -f  z)  =  f(a)  -f  zf\a)         f(a  +  h)  =  f(a)  -f  hfia) 

in  den  Grenzen  der  angewandten  Genauigkeit,  und  dann  ist  (§  37) 

r(a  +  .)  =  f(a)  =  «"  +  "1-  ^'"^  =  'f; 
damit  wird  die  obige  Formel 

r    —  ?  _  /"C^)  •  ^  __  t  ^Al) 
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eine  Formel,  die  selbstverständlich   mit   der  für  die   inverse   Interpo- 
lation des  §  37  übereinstimmt. 

Man  kann  zweckmässig  die   Rechnung  so  arrangiren,   dass   man 
Xq  =  ^  -{-  d  etwa   setzt.     Dann    entnimmt   man   aus  der  Tafel    durch 

lineare    Interpolation    den    Werth    von    /(l  -f"  ^)  =  / (^)  +  <^  7^ 5    ^^ 

dieser  Null  sein  soll,  so  muss  d  = -J—  sein. 

}        . 
Da  bei  diesen  Rechnungen   d  so   klein   sein   muss  dass   man,   in 

den  Grenzen  der  angewandten  Genauigkeit,  linear  rechnen    darf,   sind 

die  zweite  und  die  höheren  Potenzen   von  d  zu   vernachlässigen   und 

daher  wird  man 

(Ä  +  ad){B  +  ßd)  =  ÄB-\-  (Aß  +  Ba)ö 
Ä-\-DcSA.^Ba—Aß 


B  -^  ßd        B    ^  B^ 

setzen  können. 

Ist  ferner  zu  berechnen  f(q)(^  -\-  d)),  wo  die  Functionswerthe 
(p  und  /"  aus  Tafeln  zu  entnehmen  sind,  so  sei  q)(^  -\-  d)  =  (p{^)  -\-  ad. 
Dann  wird  f{(p(i  -\-  d))  =  f\^{^)  +  ad),  also  mit  den  obigen  Bezeich- 
nungen =  f{(p(l))  -\-  ad  ---■ 

Man  wird  diese  Methode  nur  dann  mit  Nutzen  verwenden,  wenn 
schon  eine  beträchtliche  Annäherung  erreicht  ist. 

Diese  Methode  soll  nun  angewendet  werden,  um  die  zwischen 
100"  und  102'^  liegende  Wurzel  der  Gleichung  fünften  Grades  des 
§  71  zu  finden. 

Es  wurde  q  =  100"  -|-  x  gesetzt,  wodurch  die  Gleichung 

3  log  ',10"  —'dx)-{-2  log  sin  2x  —  5  log  sin  (10"  —  5a;) 

=  9,012  3337  —  10 


Correction 
etwa  15' 

etwa  4' 

16". 

Dann  wurde  x  =  44'  16"  -|-  d  gesetzt. 

Es  folgt    10"  —  3a:  =  7"  47'  12"—  3(5.     Die   Logarithmentafeln 
ergeben  den  log  sin   7"  47'  12"  =  9,1318913  —  10  und  die  Differenz 


entstand. 

Der  Winkel 

liegt  zwisc 

Tabelle 

X 

Fehler 

1" 

o,(ni 

0"30' 

—  0,598 

40' 

—  0,171 

50' 

0,229 

44' 

—  0,0108 

45' 

0,0289 
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für  10"  gleich  1539  •  10"'''.  Wenn  man  unter  d  eine  Anzahl  Secunden 
versteht^  so  ist  die  Änderung  des  log  sin,  die  der  des  Arguments  um 
Sd  Secunden  entspricht: 

=  ^-^^  •  ^  ■  10-'  =  461,7  •  d  ■  lO-l 

So  ergeben  sich  die  Werthe 

log  sin  (100  _  3^.^)  _  9,1318913  —  461,7 d—  10 
log  sin  2  ;r  =  8,4007849  +  1636  d  —  10 

log  sin  (100  _  5^)  _  9,0411046  —  952d  —  10. 
Setzt  man  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  muss 
7,3956739  —  10—  1385  (^ 
+  6,8215698  —  10  +  3272^ 
4,2172437  —  10  +  1887  d 
—  [5,2055230  —  10  —  4960  d] 


=    9,0117207  —  10  +  6847^  =  9,0123337 
sein.     Hieraus  folgt  d  =  0",89. 

Als  mit    diesem  Werthe  r  aus    den    Gleichungen    (1)    §  71    be- 
rechnet wurde,  ergab  sich 

aus  der  ersten  5  log  r  =  1,4198908„     log  r  =  0,2839782„ 
zweiten  3  log  r  =  0,8519382«     log  r  =  0,2839794„ 

also  noch  eine  kleine  Differenz.  Um  sie  zu  entfernen  wurde  mit 
Q  =  100"  44'  16"89  -\-  £,  wo  s  in  Hunderttheilen  der  Secunde  an- 
genommen war,  die  Rechnung  von  r  wiederholt,  wobei  einfach  an 
die  benutzten  Zahlen  die  Proportionaltheile  beizufügen  waren,  die 
aus  den  oben  benutzten  durch  Theilung  mit  hundert  hervorgingen. 
So  ergaben  sich  die  Zahlen 

0,698  9700  0,6989700 

9,131  8512  —  4,6£  9,0410199  —  9,5  £ 


9,830  8212  —  4,6  s  9,7399899  —  9,5  s 

8,410  9304  +  16,46  0,4771213 

5  log  r  =  1,4198908„-21.  _  8,4109304  +  16,4. 

3  log  r  =  0,8519382„—  26. 
log  r  =  0,2839781«  —  4,2«  log  r  =  0,2839794„—  8,7« 

Damit  die  beiden  Werthe  gleich  ausfallen,  muss  4,5  •  £  =  13,  £  =  3 
sein.     Somit  ist 

^  =  1000  44'  i6"92^        log  r  =  0,2839769«. 

Durch  die  hier  vorgetragenen  Methoden  ergaben  sich  so  für  alle 
fünf  Wurzeln  die  Wei-the  von  q  und  log  r  und  zwar 


§  72.]  Die  trinomischen  Gleichungen.  189 

logr  Q 

0,03981 12„  38M4'14"29 

0,1863530  8(;"43'11"97 

0,28397G9„  100"  44'  lt)"92 

0,1535779  11G»52'36"74 

0,0352514  167»  25'  40"07 

Die  Summe  der  Logarithmen  der  Moduln  ist  0,6989703„,  die  Summe 
der  Amplituden  509**  59'  59"99,  während  nach  den  Coefficienten  der 
Gleichung  diese  Zahlen  log  (—5) =0,6989700,,  bezw.  510"=  150"  +  3(;0" 
sein  müssten.     Die  Übereinstimmung  ist  also  ganz  befriedigend. 


Verbesserungen  und  Zusätze. 

Die  Litteratur  über  das  numerische  Rechnen  und  die  Tafeln  mathematischer 
Grössen  findet  man  in  dem  von  Mehmke  bearbeiteten  Abschnitt  über  numeri- 
sches Rechnen  in  der  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften. 

Seite  9.  Die  gewöhnliche,  unsymmetrische  Multiplication  führt  man  nach 
einer  brieflichen  Mittheilung  von  Prof.  E.  Schröder  in  Karlsruhe  i.  B.  besser 
so  aus,  dass  man  mit  der  Ziffer  höchsten  Ranges  des  Multiplicators  die  Rech- 
nung beginnt.     In  dem  Beispiel  stände  die  Rechnung  dann  so: 

6285371 

374289 


18856113 
43997597 
25141484 
12570742 
50282968 
56568339 

2352545226219 


Seite  11,  Zeile  4  v.  o.  lies  §  6  statt  §  2. 

Seite  16  ff.  bei  der  Blater'schen  Tafel  ist  zu  bemerken,  dafs  die  in  Formel  (2 
benutzten  Zahlen  a  -\-  b  und  a  —  b  gleichzeitig  gerade  oder  gleichzeitig  un- 
gerade sind,  so  dafs  im  letzteren  Fall  bei  der  Berechnung  von  ab  durch  das  in 
der  Tafel  fortgelassene  y^  kein  Fehler  entsteht. 

Seite  29,  §  14.  Den  Vertrieb  der  Egli-Steiger'schen  Rechenmaschine  für 
Deutschland  hat  die  Firma  Stolzenberg  in  Oos  (Baden). 

Seite  32.  Soll  mit  der  Maschine  subtrahirt  werden,  so  wird  sie  durch  eine 
Hebelstellung  umgesteuert. 

Seite  33,  Zeile  13  v.  u.  muss  es  v  —  a  ^  0  heissen. 

Seite  44.  Wenn  man  bei  dem  corrigirten  Theilrest  r{^  =  33S  die  Rechnung 
nach  der  Regel  fortsetzt,  so  wird  der  Theilquotient  1,  der  Theilrest  i\^  ergiebt 
sich  =  19.  Die  Correction  würde  =  270  und  der  corrigirte  Theilrest  r^g  = 
190  —  270  =  —  80,  also  negativ.  Somit  tritt  hier  der  weiterhin  im  §  21  mit 
B  bezeichnete  Fall  auf,  und  wir  haben  daher  nach  §  23  statt  der  Quotienten- 
ziffer 1  die  0  zu  nehmen,  wie  auf  Seite  44  geschehen  ist. 

Seite  48,  Zeile  16  v.  u.  lies  B7,  für  B~,. 

Seite  50,  Zeile  18  v.  o.  lies  Ungleichheit  (2)  für  (3). 

Seite  51,  Zeile  4  v.  u.  auf  der  rechten  Seite  lies  =  &„  statt  ^  b^. 

Seite  52,  Zeile  6  v.  o.  lies  auf  der  rechten  Seite  im  letzten  Glied  h^{c^  —  1) 
für  b^Cj^. 

Seite  53,  Zeile  15  v.  o.  lies  r,  statt  r,. 
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Seite  55,  Zeile  10  v.  o.  lies  Theilrest  statt  Rest. 

Seite  65,  Zeile  2  v.  o.  lies  „so  ist  sie"  statt  „so  ist". 

Seite  76,  Seite  9  und  11  v.  o.  fehlen  zwei  -|-  Zeichen. 

Seite  77,  Zeile  7  v.  u.  lies  werden  statt  worden. 

Seite  78,  Zeile  1  v.  o.  ist  in  der  Zahl  282842  die  letzte  Ziifer  2  zu  streichen 

Seite  84,  §  38.     Wenn  man  die  Formel  der  linearen  Inteqjolation 

f{a  +  2)  =  f{a)  +  ^^   J, 

für  negative  z  in  Anspruch  nimmt  und  dann  z  =  —  z'   setzt,   so   ist  der  nach 
§  38  zu  schätzende  InterjDolationsfehler 


(>+ö -■.'+'■■ 


und  dieser  ist,  wenn  wir  auch  hier  z'  "^  ~  nehmen, 

1         -r  /       .     2/\       ^3         -r 

10      . 


<^«-1^  +  t)< 


Er  würde  also  wesentlich  grösser  als  der  Fehler  der  entsteht,  wenn  man  f{a  —  z) 
durch  die  Formel 

berechnet. 

Seite  87,  Zeile  13  v.  u.  auf  d.  rechten  Seite  lies  cos  x  F{x)  statt  cos  jP.r. 

Seite  87,  Zeile  5  v.  u.  wird  man  besser  sagen:  so  möge  x  der  Werth  sein, 
der  die  Gleichung  /'(!)  =  y  erfüllt. 

Seite  89,  Zeile  12  v.  o.  statt  6'*  Ziffer  lies  6"^  geltende  Ziffer. 

Seite  89.  Die  Benutzung  der  Proportionaltheile  statt  der  Differentialfor- 
meln, die  identisch  ist  mit  der  in  §  72  gelehrten  Methode  der  logarithmischen 
Differenzen,  rührt  meines  Wissens  von  Gauss  her,  der  sie  zur  Auflösung  der 
Kepler'schen  Gleichung  in  §  11  der  Theoria  motus  benutzt. 

Seite  90,  §  41.  Für  die  gemischte  Multiplication  und  Division  ist  die  in 
der  Fussnote  auf  Seite  5  genannte  Abhandlung  von  Houzeau  zu  citiren. 

Seite  92,  Zeile  4  v.  o.  lies  a  statt  c. 

Seite  96,  §  44.  Sechsstellige  Gauss'sche  Logarithmen  enthält  die  eben  erst 
erschienene  Schrift:  Sechsstellige  Gauss'sche  imd  siebenstellige  gemeinte  Logarithmen 
von  S.  Gundelfinger.     Leipzig  1900. 

Seite  98,  Zeile  1  v.  o.  lies  was  statt  die. 

Seite  102,  Zeile  16  v.  u.  Hinter  Function  schalte  man  ein:  f{x),  und  er- 
setze im  folgenden  das  Functionszeichen  cp  durch  /'. 

Seite  103.  Der  Werth  a  liegt  zwischen  a  ■ —  /i  und  a  -j-  h.  Wenn  man 
nähenmgsweise  für  ihn  a  nimmt,  kann  man  den  Fehler  der  quadratischen  Inter- 

polation  durch  —  if"{a)\   abschätzen. 

Seite  104.  Die  beiden  Formeln  (3)  und  (4)  sind  identisch,  wie  sich  zeigt, 
wenn  man  in  der  ersten  —  z  für  z  und  J^  =  J^  -\-  J^'  setzt.  Man  unterscheidet 
zwischen  beiden  nur  der  Bequemlichkeit  halber. 

Seite  104.  Setzt  man  f{a  +  2h)  =  y^  und  berechnet  y^  —  j/j  =  ' J^ . 
'd^  —  ■^i  =  '■^i>  ' ^1  —  ■^«  =  ■^8>  ^0  ^^^  -^s  ^^°  Glied  der  dritten  Differenzen- 
reihe, das  sich  (Seite  106)  nahezu  =  6y/(^  =:  /""(a)/t'  findet.  Folglich  kann 
man  den  in  der  vorigen  Bemerkung  genannten  Felder  auch  nahezu 

setzen.  16 
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Seite  105,  Zeile  11  v.  o.  muss  es  heissen  6  =  uz  -{-  ßz-  -\-  yz^  -{-■■■ 

Seite  111.  Zu  §  49  ist  noch  die  allgemeine  Bemerkung  beizufügen,  dass 
man  die  Differenzen  zur  Controlle  der  Richtigkeit  der  Tafelwerthe  mit  Yortheil 
benutzen  kann.  Kann  man  linear  interpoliren,  so  müssen  die  zweiten  Differenzen 
sehr  klein  sein,  dagegen  die  dritten,  wenn  quadratische  Interpolation  erforder- 
lich ist. 

Seite  116.  Es  sollte  bemerkt  werden  dass  die  Zahlen  A  siebenstellig  ge- 
nommen sind. 

Seite  116,  Zeile  7  v.  o.  lies  §  43  statt  §  46. 

Seite  120  unten  und  121  oben  ist  vergessen  den   durch  Abkürzung  von  — 

1        —7 

entstehenden  Fehler  beizufügen,  der  ^  —  10         ist.     Der    Gesammtfehler    wird 

dann  3  4t10~'    oder,  wie  im  Text  etwa   7  •  10~^. 
M 

Seite  125,  Zeile  5  v.  u.  füge  hinter  Tafel  bei:  vgl.  §  54. 

Seite  131,  Zeile  13  v.  u.  Hes  10'''«  statt  —  10'*". 

Seite  132,  Zeile  16  v.  o.  Im  Zähler  des  Buches  links  soll  der  Exponent 
«Q  sein. 

Seite  146,  Zeile  16  v.  o.     Es  soll  heissen  die  Reste  )\ ,  r, ,  rg  •  ■  • 

Seite  161,  Zeile  7  v.  u.  statt  „g  -|-  1  Stellen"  lies  „q  -|-  1  geltende  Ziffern". 

Seite  163,  §  65.  Man  kann  die  hier  benutzten  Ungleichungen  auch  ohne 
Hilfe  des  binomischen  Lehrsatzes  ableiten. 

Die  Function  (1  -|-  ic)"  —  1  —  nx  hat  für  positive  x  eine  i^ositive  zweite 
Ableitung,  daher  sind  die  erste  Ableitung  und  dann  die  Function  selbst,  weil 
sie  für  x  =  0  verschwinden,  positiv.     Daher  ist 

(1  +  ic)"  —  1  >  nx. 
Dagegen  hat  die  Function 


((1+:k)'^-1)(i-'-^^)- 


eine  negative  zweite  Ableitung,   daher  die   erste  und    die  Function  selbst,   die 

n  —  1 
für  X  =  0  selbst  =  0  sind,  negativ  sind.     Ist  nun  — - —  x  ■<  1,  so  ist 

«)  '»* 

(1  +  ^)"  -  1<  ' 


i        w— 1 

1 :^ —  X 


Setzt  man  in  die  beiden  so  gewonnenen  Ungleichungen  x  =  c'/c^,  so  entstehen 
die  Ungleichungen,  die  zu  (3)  und  (4)  führen.  Für  x  =  1/c^  folgt  aus  der 
zweiten  Ungleichung  die   Seite  164  oben  benutzte. 

Wenn  (Cj,  -f-  1)^  g^^  näher  bei  a  liegt  als  Cqq"^,  empfiehlt  sich  eine  etwas 
andere  Rechnung,  die  auf  den  folgenden  Ungleichungen  beruht.  Es  ist  nach 
dem  Taylor'schen  Satze 

1  —  (1  —  a;)"  =  nx  —  ^ a-  (1  —  |)        ' 

wo  ^  zwischen  0  und  x.  Das  x  sei  >  0  aber  <  1  angenommen.  Dann  ist 
1  —  4  >  0,  folglich 

1  —  (1  —  x)"  <.nx. 
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Andererseits  ist  1  —  |  <;  1 ,  daher 

n(n  —  1)    , 
1  -  (1  —  x)"  >  nx  —  -^ x*. 

Ist  X  <  1/(h  —  1),  so   ist  («  —  l)x*  <  x,  daher    1  —  (1  —  x)"  >  -7-  •      Es    sei 

(Co  +  1  -  c')''j7''^  =  «, 
und  es  werde 

(Co  +  l)";/"^  -  «  =  r, 

J'  —  n  p   


«(C„   +    1)' 


c 


gesetzt,  so  ergeben  sich  mit  x  =  die  folgenden  Ungleichungen 

c'  >  e, 


2        C.  +  1 

Wenn  Cp  so  bestimmt  ist,  dass  c^-\-  l^  n  —  1  ist,  womit  c'/{Cg  -\-  1)  <Ci  l/(n  —  1), 
ist  auch  c'  <[  2  p   und  die  letzte  Ungleichung  liefert 

,    ^       ,    2(n  —  1)    2 


ferner  ergiebt  sich  (für  x  =  l/(Cj,  -|-  1)) 

\Co  +   1  / 


e<(7-^^j''    '<L 


also  der  Spielraum  für  c  höchstens  =  " , 

c„  +  1 

Seite  165,  §  65.  Am  Ende  füge  man  an:  man  berechne  zuerst  schätzungs- 
weise den  Spielraum  und  richte  danach  die  Genauigkeit  ein,  die  bei  der  Be- 
rechnung von  r  und  C(,  anzustreben  ist. 

Seite  175,  §  68.     Die  Function 

(X  -  b){x  —  c)  {x  —  a){x  —  c)  (x  —  a){x  —  b) 

(a  -  6)(«  -  c)  ^(")  +  (ft  -  «)(&  -  c)  ^(^^  +  (c  -  a){c  -  6)   ^^'^^  "  ^^""^ 

verschwindet  für  x  =  a,  b  und  c  und  daher  ist  nach  dem  Theorem  von  Rolle 
(vgl.  Seite  102)  für  einen  Werth  d,  der  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten 
der  AVerthe  a,  b,c  liegt,  die  zweite  Ableitung  dieser  Function  Null.  So  entsteht 
die  (tleichung 


(rt  —  b)(a  —  c)^  (b  —  a)(b  —  c)    '     (c  —  a){c  —  b)        2 

Sind  a,  b,  c  äquidistant,  so  drückt  diese  Gleichung  die  zweite  DifiFerenz   durch 
die  zweite  Ableitung  aus.     Ist  f{c)  =  0,   so  folgt 

Lürotli,    numerische»  Rechnen.  13 
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oder  wenn  man  c  =^  x^  setzt  und  den  Werth 

,        af{h)  -  bf{a) 


f(b)  -  m 


(Seite  176)  einführt: 


t  _         ,     1  {a  —  x^)(b  —  x^){h  —  a) 

^  ~  ^»  +  2  ~~       m  -  f{a)  '    ^'^^• 

Daher  ist  die  DifFei-enz  |  —  x^,,  abgesehen  vom  Zeichen: 

|&-aP|      f'id) 


< 


8         !/■(&)  _  f(a) 


Seite  175,  Zeile  4  v.  u.  lies  „in  irgend  einem  Punkte  /S"  statt  „in  iS" 
Seite  186,  §  72.     Siehe  Bemerkung  zu  Seite  89. 
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